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Die  Geschichte  der  Ausdehnungslehre  oder  der  Wissenschaft 
von  den  extenIHen  Grösen  ist  eine  fehr  kurze. 

Die  Idee  derfelben  ist  zuerst  um  1700  n.  Chr.  von  Leibniz  an¬ 
geregt.  Er  nennt  diefelbe  eine  geometrische  Charakteristik  und  rühmt 
von  ihr,  dass  fie  für  jede  Aufgabe  der  Raumlehre  zugleich  Löfung, 
Zeichnung  und  Beweis  auf  einfache  Weife  gebe,  dass  fie  ebenfo  die 
Bewegungslehre  oder  Mechanik  neu  begründe  und  für  die  Erforschung 
des  innern  Baues  der  Körper  Groses  leisten  müsse,  ja  dass  fie  auch 
auf  andere  Dinge  der  Ausenwelt  die  reichsten  Anwendungen  zulasse. 

Nach  Leibniz  hat  diefe  Idee  lange  geruht. 

Zwar  hat  mein  Vater,  der  Professor  Justus  Grassmann  ..Raumlehre 
Teil  II"  Berlin  1824  Seite  194  und  ferner  „Trigonometrie*4  Berlin  1835 
Seite  10  das  Rechteck  bezüglich  das  Parallelogramm  als  das  wahre 
geometrische  Produkt  und  die  Konstruktion  desfelben  als  die  eigentliche 
geometrische  Multiplikation  aufgefasst.  Zwar  hat  ..Möbius  bar  veen- 
irischer  Kalkül"  Leipzig  1827  die  Addition  der  Punkte  und  Bellavitis 
in  „Annali  delle  seienze  de  regno  Lombardo-Veneto44  1835  und  1837 
die  geometrische  Addition  der  Strecken,  fo wie  unabhängig  von  ihm 
auch  „Möbius  Mechanik  des  Himmels,  Leipzig  1843 44  gleichfalls  die 
geometrische  Addition  der  Strecken  gelehrt.  Aber  alle  diefe  Verbuche 
blieben  doch  nur  vereinzelt  und  kamen  nicht  zu  einer  allgemeinen 
Auffassung  der  Sache,  fondein  blieben  nur  in  einzelnen  geometrischen 
B  et  rächt  u  ngen  b  efan  gen . 

Der  erste,  der  die  Idee  der  Ausdehnungslehre  als  eines  neuen  Zweiges 
der  reinen  Mathematik  aufgefasst  und  ausgebildet  hat,  ist  mein  Bruder 
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Hermann  Grassmann  gewefen.  Derfelbe  machte  im  Winter  1839  bis 
1840  eine  grose  Arbeit  über  die  Ebbe  und  Flut,  studirte  dazu  Lagrange 
mecanique  analytique  und  Laplace  mecanique  celeste,  verfuchte  bei 
dielen  Arbeiten  die  Sache  durch  Addition  bez.  Multiplikation  der  Be¬ 
wegungen  zu  vereinfachen,  und  kam  fo  zunächst  zu  einer  Reihe  von 
Gefetzen  über  Addition  und  Multiplikation  von  Strecken  bez.  Bewegungen. 
Er  verfolgte  die  Sache  in  den  folgenden  Jahren  weiter  und  gab  „Die 
lineale  Ausdehnungslehre“  Leipzig  1844  heraus.  In  diefem  Werke  geht 
er  noch  vorwiegend  von  geometrischen  Grösen,  bez.  statischen  Mo¬ 
menten  aus  und  fucht  daraus  die  Gefetze  der  neuen  Wissenschaft  zu 
gewinnen.  Auch  die  Preisschrift  „Geometrische  Analyfe“,  geknüpft 
an  die  von  Leibniz  erfundene  Charakteristik"  Leipzig  1847  steht  noch 
ganz  auf  diefem  Standpunkte.  Am  15.  September  1845  lehrte  nun 
auch  Saint- Venant  in  Paris,  ohne  das  Werk  des  Bruders  zu  kennen, 
die  geometrische  Multiplikation  der  Strecken  in  „Comptes  rendus“ 
Paris  1845,  Tom.  21,  S.  620  tf.  Der  Bruder  fandte  daher  zwei  Exem¬ 
plare  feines  Werkes  an  Cauchy  in  Paris,  eins  für  Cauchy,  eins  für 
Saint-Venant*  der  Empfang  der  Bücher  ist  bestätigt.  Cauchy  hat  da¬ 
durch  angeregt,  ähnliche  Betrachtungen  angestellt  und  demnächst 
„Comptes  rendus“  Paris  1853  eine  Methode  veröffentlicht,  um  ver¬ 
mittels  gewisser  fymbolischer  Grösen,  welche  er  clefs  algebriques  nennt, 
algebraische  Gleichungen  und  verwandte  Probleme  zu  löfen;  eine  Me¬ 
thode,  welche  genau  mit  der  in  II.  Grassmann  Ausdehnungslehre  von 
1844  (§  45,  46  und  93)  dargestellten  übereinstimmt.  Er  ist  dabei 
offenbar  in  dem  Glauben  gewefen,  dass  diefe  Methode  von  ihm  her¬ 
rühre,  indem  er  vergessen  hatte,  woher  er  die  Anregung  zu  diefer 
Methode  erhalten  hatte.  Der  Bruder  glaubte  es  der  Sache  schuldig  zu 
fein,  dass  er  eine  Prioritäts-Reklamation  an  die  Parifer  Akademie  fende; 
diefelbe  ist,  wie  die  „Comptes  rendus  Tom.  38,  S.  741“  berichten,  im 
April  1854  einer  Kommission  zur  Prüfung  und  Berichterstattung  über¬ 
geben;  allein  weder  Cauchy,  noch  diefe  Kommission  haben  ein  Wort 
darüber  verlauten  lassen.  Es  ist  die  Priorität  des  Bruders  alfo  un¬ 
zweifelhaft. 

Im  Jahre  1847  verbanden  lieh  nun  die  Brüder  Hermann  und 
Robert  Grassmann,  um  die  Ausdehnungslehre,  unabhängig  von  der 
Geometrie,  als  eignen  Zweig  der  reinen  Mathematik  in  strenger  Form 
durch  Formentwicklung  abzuleiten  und  bis  zu  den  Grenzen  ihres 
Geltungsgebiets  zu  entwickeln.  Das  damals  ausgearbeitete  Heft  von 
132  Seiten  ist  noch  heute  im  Beßtze  des  Verfassers.  In  diefer  gemein- 
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famen  Arbeit  behandelten  ße  zunächst  die  G ebietslehr e  bis  zu  den  Ge 
bieten  nter  Stufe  und  der  Unabhängigkeit  derfelben  von  den  ursprüng¬ 
lichen  Einheiten  und  gewannen  hier  bereits  den  Satz,  dass  die  Summe 
der  Stufenzahlen  zweier  Gebiete  gleich  der  Stufenzahl  des  beide  um¬ 
fassenden  oder  des  verbindenden  Gebietes  plus  der  Stufenzahl  des  beiden 
gemeinschaftlichen  Gebietes  fei. 

Sie  leiteten  demnächst  die  verschiedenen  Arten  der  Multiplikation 
ab  und  kamen  bereits  damals  zu  den  drei  Arten  derfelben:  der  Flachung. 
welche  fie  äusere  Multiplikation  nannten,  der,  Sckattung.  oder  der  jnnern 
Multiplikation  und  der  additiven  (algebraischen)  Multiplikation. 

Bei  der  Flachung  oder  äusern  Multiplikation  leiteten  ße  zunächst  die 
Gefetze  der  Flachung.  namentlich  die  Gefetze  über  den  Zeichenwechfel 

v _ j 

bei  Vertauschung  der  Fache  oder  Faktoren,  fowie  die  Gefetze  der 
linealen  Aenderung  ab.  behandelten  dann  das  Produkt  zweier  Grösen 
höherer  Stufen  oder  die  Flache  der  Flache  und  die  Summen  diefer 
Flache  und  entwickelten  die  Gefetze  der  bezüglichen  Flachung.  wie  die 
der  Ergänzungen  zum  Hauptgebiete  und  die  der  Zurückleitung  auf  ein 
Gebiet. 

Bei  der  innern  Multiplikation  (der  Schattung)  leiteten  fie  die  Be¬ 
ziehung  der  innern  Multiplikation  zu  der  Multiplikation  der  Ergänzungen 
ab.  ebenfo  die  Sätze,  wann  das  innere  Produkt  Null  wird,  fowie  den 
Satz  über  die  Gleichheit  der  innern  Quadrate,  oder  mit  andern  Worten 
den  Satz  für  die  Einführung  der  Winkel. 

Bei  der  additiven  Multiplikation  (der  Flechtung)  endlich  entwickelten 
ße  die  Gefetze  derfelben,  führten  demnächst  den  Quotienten  ein.  leiteten 
die  Gefetze  für  die  Divifion  ab,  wie  für  die  Affinität  und  die  Multipli¬ 
kation  der  Quotienten,  und  gelangten  zu  den  Potenzen  der  Quotienten 
wie  zu  den  Produkten  mit  einer  und  mehren  Lüken  und  zu  dem 
polynomischen  Lehrfatze  für  diele  Art  der  Produkte.  Fassen  wir  dem¬ 
nach  Alles  zufammen.  fo  waren  in  diefem  Jahre  bereits  alle  Zweige 
der  Ausdehnungslehre  in  strenger  Form  entwickelt,  wenn  gleich  die 
Form  noch  vielfach  zu  wünschen  übrig  lies  und  die  Details  diefer 
Zweige  teilweife  noch  nicht  entwickelt  waren.  Welchen  Anteil  jeder 
der  beiden  Brüder  an  den  Refultaten  diefer  gemeinfamen  Arbeit 
hatte,  lässt  lieh  nicht  mehr  genau  feststellen,  indem  bald  diefer  bald 
jener  entscheidend  eingriff  und  Schwierigkeiten  überwand.  Jeder  von 
beiden  Brüdern  fühlte,  dass  er  allein  erlahmen  würde,  wenn  er  die 
Ideen  mit  eherner  Konfequenz  bis  in  die  letzten  möglichen  Operationen 
verfolgen  wollte,  und  dass  lie  nur  mit  vereinten  Kräften  die  Sache 
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zwingen  könnten.  Es  haben  eben  beide  zufammengewirkt  und  jeder 
feinen  Teil  beigetragen.  Es  will  aber  der  Verfasser,  Robert  Grassmann, 
indem  er  dies  Verhältnis  darlegt,  keineswegs  für  lieh  einen  Anteil  an 
der  Erfindung  der  Ausdehnungslehre  vindiciren :  diefe  Erfindung  ist  und 
bleibt  das  alleinige  geistige  Eigentum  von  Hermann  Grassmann.  Dem 
Robert  Grassmann  kommt  nur  das  Verdienst  zu,  auf  die  Allgemeinheit 
der  Auffassung  und  auf  die  Strenge  der  Form  hingewirkt  und  dadurch 
an  der  Löfung  der  Schwierigkeiten  mitgewirkt  zu  haben. 

Wie  viel  Wert  beide  Brüder  auf  diefe  Art  des  Zufammenarbeitens 
legten,  das  zeigt  ßch  darin,  dass  fie,  fobald  es  wieder  möglich  war, 
nochmals  in  den  Jahren  1855  und  1856  diefe  Art  des  Zufammen- 
wirkens  verlachten.  Aber  fie  waren  inzwischen  zu  verschiedene  Wege 
gegangen,  die  bisherige  Form  des  Zufammenarbeitens  wollte  nicht  mehr 
gelingen.  Sie  führten  daher  die  neue  Form  ein,  dass  der  eine  Bruder 
die  eine  Woche  die  Ausarbeitung  felbständig  vornahm,  diefe  Arbeit 
vortrug,  der  andere  Bruder  dann  die  Kritik  übte  und  feinerfeits  eine 
Woche  die  felbständige  Arbeit  machte  und  fo  umschichtig.  Die  Arbeit 
ward  dadurch  fehl*  wefentlich  gefördert.  Als  diefe  Arbeit  beendet  war, 
erkannten  die  beiden  Brüder,  dass  die  Arbeit  foweit  vollendet  fei,  als 
fie  durch  gemeinfames  Arbeiten  gefördert  werden  könne.  Sie  teilten 
fich  daher  die  weiteren  Arbeiten,  wobei  nur  bemerkt  werden  möge, 
dass  fie  auch  die  Zahlenlehre,  die  Logik  und  die  Kombinationslehre  in 
ganz  gleicher  Weife  gemeinfam  bearbeitet  hatten.  Hermann  übernahm 
die  Herausgabe  der  beiden  mathematischen  Zweige:  der  Arithmetik 
und  der  Ausdehnungslehre,  Robert  übernahm  die  Herausgabe  der  beiden 
philofophischen  Zweige:  der  Logik  und  der  Kombinationslehre. 

Hermann  Grassmann  hat  zuerst  feine  Aufgabe  gelobt.  Er  gab 
1860  „Die  Arithmetik“  und  1862  „Die  Ausdehnungslehre  vollständig 
und  in  strenger  Form“  Berlin  bei  A.  Enslin  heraus.  Tn  diefem  Werke 
find  alle  Zweige  der  Ausdehnungslehre  und  auch  die  Anfänge  der 
Funktionenlehre  der  ausgedehnten  Grösen  oder  der  Erweiterungslehre 
dar  gestellt. 

Viel  später  als  der  Bruder  Hermann  ist  Robert  Grassmann  dazu 
gekommen,  feine  Aufgabe  zu  löfen.  Erst  im  Jahre  1872  gab  derfelbe 
die  Los;ik  und  die  Kombinationslehre  und  auserdem  die  Formenlehre 
oder  Mathematik,  eine  gedrängte  kurze  Ueberficht  der  fünf  Zweige: 
der  Grösenlehre,  der  Logik,  der  Kombinationslehre,  der  Zahlenlehre 
und  der  Ausdehnungslehre  heraus,  in  welcher  letztem  er  die  man  mg- 
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lachen  Beziehungen  darstellt,  welche  diele  Zweige  unter  einander 
bieten. 

Die  Ausdehnungslehre  hat  durch  die  Ausgabe  des  Werkes  H.  Grass- 
raann  ..Die  Ausdehnungslehre  vollständig  und  in  strenger  Form-  Berlin 
1862  ihre  Ausbildung  als  eigener  Zweig  der  Mathematik  erfahren. 
Leider  ist  der  Bruder  Hermann  Grassmann  bereits  1877  gestorben,  das 
Werk  gegenwärtig  vergriffen.  Eine  neue  Ausgabe  desfelben  durch  den 
Sohn  des  Verstorbenen  ist  in  Vorbereitung  begriffen:  fönst,  hat  es  Nie¬ 
mand  unternommen,  dielen  wichtigen  Zweig  der  Mathematik  auszu¬ 
arbeiten  und  neu  darzustellen. 

In  der  Mathematik  durfte  diefer  wichtige  Hauptzweig  der  Mathe¬ 
matik  mit  feinem  hohem  Zweige,  der  Erweiterungslehre,  jedenfalls  nicht 
fehleu.  Ueberdies  war  der  Verfasser  durch  die  gemeinfamen  Arbeiten 
mit  feinem  Bruder  Hermann  Grassmann,  wie  wohl  nur  wenige  andere 
eingeweiht  in  die  Gedanken  und  in  die  Entwicklung  dieies  Buches» 
hatte  wiederholt  an  dem  Zweige  gearbeitet  und  konnte  diefem  Haupt¬ 
zweige  der  Mathematik  durch  die  Vergleiche  und  durch  die  Heran- 
Ziehung  der  andern  Hauptzweige  der  Denklehre  eine  erneute  und  in 
einzelnen  Begriffen  wohl  noch  verbesserte  und  klarere  Gestaltung 
geben.  Der  Verfasser  hat  daher  diefen  Hauptzweig  neu  ausgearbeitet. 
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Einleitung  in  die  Ausdehnungslehre. 


Die  Idee  der  Ausdehnungslehre.  Zum  leichten  Verständnisse  der 
Ausdehnungslehre  ist  es  wichtig,  dass  man  hcli  mit  der  Idee  der  Ausdehnungs¬ 
lehre  vertraut  mache. 

In  der  Zahlenlehre  hatten  wir  nur  eine  Einheit,  die  Eins,  und  erzeugten 
durch  fortschreitendes  Zufügen  der  Eins  die  Zahlen,  welche  wir  fämmtlich  unter 
einander  ungleich  fetzten  und  dann  weiter  verknüpften. 

In  der  Ausdehnungslehre  fetzen  wir  nun  verschiedene  Einheiten,  und  nennen 
eine  Gröse  eine  neue  Einheit,  wenn  lie  lieh  nicht  als  Vielfachenfumme  der  andern 
Einheiten  darstellen  lässt.  Wie  bei  allen  mathematischen  Zweigen  gilt  auch  bei 
ihr  das  Gefetz  der  mathematischen  Zufügung,  dass  alle  durch  fortschreitendes 
Zufügen  diefer  Einheiten  enstandenen  Grösen  fämmtlich  einander  wie  den  Einheiten 
ungleich  fein  follen,  mit  andern  Worten,  auch  hieraus  folgt,  dass  lieh  nicht  eine 
Einheit  als  Vielfachenfumme  der  andern  Einheiten  darstellen  lässt,  dass  ßch 
alfo  nicht 

ei  =  a2  ea  +  e3  "|  ^  •  |*-'  pf  ^  eö  fetzen  lässt,  wo  «2,  «3  •  -an  reine  oder 

reelle  Zahlen  lind. 

Für  die  Ausdehnungslehre  gilt,  wie  für  alle  Zweige  der  Denklehre,  die 
Einigung  beim  Fügen.  Es  gilt  hier  aber  auch  die  Vertauschung-  denn  will  man 
(e!  -|-  e2)  (ej  -[-  e2)  zufügen  können,  fo  muss  man  ex  und  e2  vertauschen  dürfen 
und  erhält  dann  (e2  — J—  e2)  e2  — J—  6j  — |—  e2  ~j—  e2  —  .Ze^  - |—  ie2.  Es  gelten 
dann  auch  für  die  Ausdehnungslehre  alle  Gefetze  des  Zufügens  und  Abziehens, 
des  Vervielfachens  und  des  Teilens  mit  Zahlen,  wie  bei  der  Zahlenlehre. 

Es  gelten  dann  aber  auserdem  zunächst  die  folgenden  Gefetze.  Wenn 
«i  et  -J-  oc2  e2  +  ••+«*  en  —  0  ist,  fo  müssen  ah  a2.-''an  fämmtlich  gleich  Null 
fein-  denu  follte  auch  nur  eine  z.  B.  ai  ungleich  Null  fein,  fo  könnte  man  alle 

Cf  Qf 

Glieder  durch  at  teilen  und  erhielte  dann  ej  -j-  e2  -j-  •  •  •  -}-  ~  en  —  0,  d.  h.  et 

als  eine  Vielfachenfumme  der  andern,  was  gegen  die  Erklärung  der  neuen  Ein. 
heit  ist. 

Ferner  lind  in  der  Ausdehnungslehre  zwei  Grösen 

a  —  «j  ex  -|-  a2  e2  -f- - f-  an  eü  und  b  =  ßt  et  ß2  e2  -j-  •••-}-  ßn  en 
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nur  dann  gleich,  wenn  rr1  =  a2  —  ß2->' ’  ’ ’an  —  ßn  ist:,  denn  zieht  man  die 
zweite  von  der  ersten  ab,  fo  erhält  man 

a  b  =  0  =  («!  ßi)  ex  -j-  (a2  —  ßix)  e2  —  *  *  *4"  Gn  —  ßn)  en 
und  hier  muss,  wie  bewiefen  ax  —  ß\  ■=  0,  a2  —  ß2  =  0,  •  •  •  an  —  ßn  ■=:  0  fein 
woraus  unmittelbar  aL  ßh  a2  —  ß2l  •  •  -on  =  ßn  folgt. 

In  der  Ausdehnungslehre  kann  man  nun  auch  die  Einfachen  oder  Einheiten 
miteinander  weben  oder  multipliziren.  Auch  hier  muss  für  das  Weben  Einigung 
gelten,  wenn  man  überhaupt  Form  Veränderungen  zulassen  will.  Dagegen  darf 
man  nicht  ee  =  e  fetzen,  denn  beachtet  man,  dass  nach  der  Grösenlehre  e*l  =  e 
e 

und  auch  1  =r  —  ist,  fo  erhält  man  dann 
0 


e  ee  e 


d.  h  es  werden  dann  alle  Einfachen  gleich  1  und  wir  find  dann  wieder  in  der 
Zahlenlehre,  nicht  in  der  Ausdehnungslehre. 

Wir  müssen  alfo  ee  ungleich  e  fetzen,  das  Einfachste  ist  ee  gleich  Null  zu 
fetzen.  Soll  dann  auch  eine  andere  Gröse  als  Einfaches  oder  Einheit  gefetzt 
werden  können,  z.  B.  ei  e2,  To  ergiebt  fich 

0  =  (ex  +  e2)  (ex  -|-  e2)  =  ex  -f-  ex  e2  +  e2  eA  -f"  e2  e2  d.  h.  da  e,  et  =  0  und 
e2-e2  =  0,  fo  bleibt  0  =  ex  e2  -}-  e2  ej  oder  e2  ex  =  —  ex  e2. 

Diefe  Art  der  Webung  nennt  man  eine  Flachung  (kombinatorische  Multipli¬ 
kation),  das  Ergebniss  ein  Flach.  Für  die  Flachung  find  alfo  nur  die  Flache 
verschiedener  Einheiten  ungleich  Null  und  gilt  keine  Vertauschung.  Zur  Unter¬ 
scheidung  von  andern  Zeugen  oder  Produkten  fetzt  man  das  Flach  in  scharfe 
Klammer,  alfo  [ex  e2J. 

Wir  können  aber  auch  ea  ea  ungleich  Null  fetzen.  Setzen  wir  hier  das 
Zeug  oder  Produkt  verschiedener  Einheiten  gleich  Null,  fo  erhalten  wir  die 
innere  Webung,  welche  fich  jedoch  leicht  auf  die  Flachung  zurückführen  lässt. 
Die  Flachung  ist  daher  die  eigentliche  Webung  der  Ausdehnungslehre. 

Man  kann  endlich  fowolil  das  Zeug  oder  Produkt  gleicher  Einheiten,  als 
auch  das  verschiedener  Einheiten  ungleich  Null  fetzen  und  dann  Vertauschung 
gelten  lassen,  dann  erhält  man 

(el  “1“  e2)  (el  ~b  e2)  —  el  el  H"  el  *e2  +  e2  'eJ  “b  e2  e2  ~  (ei  ei  +  e2  e2)  4“  2ex  C2 

Die  Webung  h eist  dann  eine  Fleclitung,  das  Ergebniss  einFlecht,  (dies  Flecht 
entspricht  ganz  der  Richtgröse  oder  komplexen  Gröse  a  -|-  ib  in  der  Zahlenlehre, 

wo  i  =  ( —  1)  12  ist).  Diefe  letzte  Art  der  Webung  gehört  aber  nicht  mehr  der 
Ausdehnungslehre,  fondern  dem  hohem  Zweige  der  Ausenlehre  oder  der  Syn- 
thefis,  nämlich  der  Erweiterungslehre,  an. 

1.  Die  GrundgeTetze  der  Grösenlehre. 

Erklärung.  Die  Ausdehnungslehre  oder  die  niedere  Synthefis 
ist  der  Zweig  der  Mathematik,  für  welchen  auch  Grösen  mit  ver¬ 
schiedenen  Einheiten  zugefügt  und  gewebt  werden  und  für  welchen 
das  Zeug  oder  Produkt  mehrer  Einheiten  wieder  eine  neue  Einheit 
giebt. 


3 


Die  Grundgefetze  der  Grösenlehre. 


2-5. 


Erklärung.  Die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  find  entweder 
Einheiten,  oder  Vielfache  der  Einheiten  oder  Vielfachenfummen.  Die 
Vielfachensumme  der  Grösen  al5  a2,*  •  *aa  heist  eine  Gröse  von  der 

Form  ax  a<  4-  a2  a2  -J - b  «n  an  =  S  aa  a a,  die  reinen  oder  reellen 

l,n 

Zahlen  au  a2,  •  •  -an  heisen  die  Vorzahlen  oder  die  Koeffizienten,  die 
Grösen  at,  a2,*  •  •  an  heisen  die  Grösen  der  Vielfachenfummen. 

Satz.  Für  die  Ausdehnungslehre  gelten  die  Grundformeln  und  3. 
daraus  abgeleitet  folgende  Gefetze  der  Grösenlehre.  Man  kann  ohne 
Aenderung  des  Wertes 

1)  jede  Plus-  und  Malklammer  beliebig  fetzen  oder  weglassen 
und  die  Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern, 

2)  beim  Weben  oder  Multipliziren  jede  Beziehungsklammer  auf- 
löfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Faktors  mit  jedem 
des  andern  webt  oder  multiplizirt. 

3)  Das  Ergebniss  jeder  diefer  Knüpfungen  ist  wieder  eine  Ein- 
heitsgröse,  das  Zeug  oder  Produkt  der  Einheiten  ist  wieder 
eine  Einheit. 

Beweis:  Unmittelbar,  da  alle  Zweige  der  Mathematik  nur  Zweige 
der  Grösenlehre  find,  wie  fie  oben  in  der  Grösenlehre  entwickelt  und 
bewiefen  ist. 

Es  ist  zweck mäsig  liier  darauf  aufmerkfam  zu  machen,  dass  man  zwar  die 
Ordnung  der  Stücke  beliebig  ändern  kann,  nicht  aber  die  Ordnung  der  Fache 
oder  Faktoren,  für  welche  keine  Vertauschung  gilt.  Es  ist  zwar  aa  =  aor,  wo  a 
eine  Zahl  ist’,  aber  nicht  ist  e!  e2  =  e2  eA. 

Satz.  Für  die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  gelten  alle  Gefetze  4. 
der  Zahlenlehre  über  das  Zufügen  und  Abziehen  und  über  das  Verviel¬ 
fachen  und  Teilen  mit  Zahlen. 

Beweis:  Die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  find  entweder  Einheiten 
oder  Vielfachenfummen  von  Einheiten.  Für  die  Einheiten  der  Aus¬ 
dehnungslehre  gelten  nuiUgenau  diefelben  Erklärungen,  wie  für  die  Ein- 
heitender  Zahlenlehre,  mithin  gelten  auch  für  die  Einheiten  der  Aus- 
dehnungslehre  und  für  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Vielfachenfummen  alle 
Gefetze,  welche  in  der  Zahlenlehre  aus  (liefen  Erklärungen  abgeleitet 
find,  d.  h.  alle  Gefetze  des  Zufü  gens  und  Abziehens,  alle  Gefetze  des 
Vervielfachens  und  Teilens  mit  Zahlen. 

Erklärung.  Einander  erfetzend  heisen  zwei  Vereine  von  5. 
Gleichungen,  wenn  fich  jeder  von  den  beiden  Vereinen  aus  dem  andern 
ableiten  lässt. 

1* 


Ausdehriungslehre. 
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6—8.:' 

6.  Satz.  Wenn  eine  Gröse  b  das  Vielfache  «a  ist  einer  andern 

b 

Gröse  a  ^  0,  fo  kann  man  statt  —  die  Zahl  a  fetzen,  oder  es  ist 

ä 

aa 

—  =  a,  wenn  a  >  0. 
a 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  4  und  Zahlenlehre  167. 

7.  Satz.  Wenn  zwei  Grösen  a  und  b,  deren  zweite  nicht  Null  ist, 
Vielfache  find  derfelben  dritten  Gröse  c,  fo  kann  man  statt  die  erste 
durch  die  zweite  zu  teilen,  die  Vorzahlen  entsprechend  teilen  oder 
es  ist 

3  =  f’  wenn/Sc^O. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  4  und  Zahlenlehre  182. 

8.  Satz.  Eine  Gleichung,  deren  Glieder  alle  Vielfache  find  der¬ 
felben  Gröse  a  ungleich  Null,  wird  durch  eine  Zahlgleichung  er- 

fetzt,  welche  man  erhält,  indem  man  in  allen  Gliedern  die  Gröse  a 
fortlässt  oder 

die  Gleichung  aa  -J-  /?a  -{-•••  =  o^a  -f-  ß ta  -)-••• 
wird  erfetzt  durch  die  Zahlgleichung 

a  “1“  ß  4“  *  *  *  =  ai  "b  ßi  b - 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  6,  wenn  man  beide  Seiten  durch 
a  £  0  teilt. 


D 


9—10. 


Erster  Abschnitt  der  Ausdehnung slehre: 

Die  Gebietslehre. 


2.  Die  freien  und  die  hörigen  Gröse-n. 

Erklärung.  Hörig  zu  den  Grösen  at,  a2,  •  •  •  an  heist  eine  9. 
Gröse  b,  wenn  fie  lieh  als  Vielfachenfumme  diefer  Grösen  darstellen 
lässt,  oder  wenn 

b  - —  sli  ~p  & '  *  *  *  d-  a  a  —  tta  aa  ist. 

k  l,n 

Frei  von  den  Grösen  a,lf  a2,  •  •  •  an  heist  eine  Gröse,  wenn  fie 
fich  nicht  als  Vielfachenfumme  diefer  Grösen  darstellen  lässt. 

Eine  Reihe  von  Grösen  ist  eine  freie  Grösenreihe,  oder  die 
Grösen  find  gegenfeitig  frei,  wenn  jede  frei  von  allen  andern  ist. 

Eine  Hörigkeit  oder  Abhängigkeit  herrscht  in  einer  Grösen¬ 
reihe,  wenn  fich  irgend  eine  derfelben  als  Vielfachenfumme  der  andern 
darstellen  lässt. 

Deckend  oder  kongruent  heisen  zwei  Grösen  ungleich  Null, 
wenn  die  eine  das  Vielfache  der  andern  ist.  Das  Zeichen  des  Deekens 
ist  =  z.  B.  a  ==  b. 

Satz.  Jede  Einheit  ist  von  allen  andern  Einheiten  frei.  Jede  10. 
Vielfachenfumme  von  Einheiten  ist  zu  ihren  Einheiten  hörig. 

Beweis:  Wir  haben  für  die  Mathematik  festgestellt,  dass  die 
durch  fortschreitendes  Zufügen  von  Einheiten  entstandenen  Grösen  lammt- 
lieh  einander  und  den  Einheiten  ungleich  fein  tollen,  dass  alfo  auch  nicht 
eine  Einheit  einer  Yielfachenfumme  der  andern  Einheiten  gleich  fein 
kann;  daraus  folgt  der  erste  Teil  des  Satzes,  der  zweite  folgt  immittel- 
bar  aus  9. 


11 — 13. 


Ausdehnuugslehre. 
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11. 


12. 


Es  ist  dringend  zu  wünschen,  dass  iich  jeder  ein  anschauliches  Bild  von 
den  Verhältnissen  mache,  damit  er  die  Verhältnisse  linnlicli  anschaue  und  Sicher¬ 
heit  in  den  Betrachtungen  gewinne.  Ein  ausgezeichnetes  Hülfsmittel  zu  diefem 
Zwecke  bieten  die  räumlichen  Verhältnisse. 

Sei  alfo  AB  die  Einheit  und  fei  AC  auf  derfelben  oder  auf  einer  gleich¬ 
laufenden  Linie  doppelt  fo  lang,  fo  ist  AC  =  2et,  fei  AD  «mal  fo  lang,  fo  ist 
AD  =  «Ci  und  lind  alle  diefe  Strecken  gegenfeitig  deckend.  Sei  dagegen  AE 
auf  einer  Linie,  welche  die  obige  schneidet,  fo  kann  AE  nie  einem  Vielfachen 
von  e!  gleichgefetzt  werden,  es  ist  alfo  von  e!  frei  und  kann  als  eine  neue  Ein¬ 
heit  e2  gefetzt  werden,  dann  find  alle  Strecken  auf  der  Linie  AE  Vielfache  von 
e2,  alfo  AF  =  ße2- 

Setzen  wir  nun  AD  und  AF  an  einander, 
in  der  Weife,  dass  DG  gleichlaufend  und  gleich¬ 
lang  mit  AF  ist,  fo  ist  die  Strecke  AG  =r 
AD  -{-  AF  =  «et  -j-  ße2  alfo  eine  Vielfachen- 
fumme  von  et  und  e2,  und  zu  diefen  beiden 
Einheiten  hörig,  während  Cj  und  e2  gegen¬ 
feitig  frei  lind. 

Es  wird  nun  unfere  Aufgabe  fein,  auch 
für  andere  Grösen  zu  unterfuchen,  wann  fie  gegenfeitig  frei  Und,  wann  nicht. 

Satz.  Null  ist  zu  jeder  Grösenreihe  hörig. 

Beweis:  Was  auch  at  a2  •  •  für  Grösen  fein  mögen,  fo  ist 

0  ~  S  ßa  aa  wo  aa  =  0  (nach  Zahlenlehre  134  und  174) 

Satz.  Eine  Gröse,  welche  zu  den  Grösen  &x  •  •  •  •  an  hörig  ist, 
vervielfacht  oder  teilt  man  mit  einer  Zahl,  indem  man  die  Vorzahlen 
mit  diefer  Zahl  vervielfacht  oder  teilt. 

Beweis:  Es  fei  die  Gröse  b  =  ax  at  -f-  a2  a2  -(-•••-[-  «n  an  und 
fei  ß  eine  Zahl,  fo  ist 

4-  an  an) 

-  •  *  +  ßa*  «n 

(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  169) 

1  1 

al  -j - —  Clo  a2  4“  *  '  4~ 


1.  ßb  —  ß(cii  ai  4-  a2  a2  4- 

=  ßal  al  4-  ßa2  a2 


2.  Ebenfo  ist 


1 


ß 


1 

J 


«i 

ß 


ß 


I  “2  I 

ai  4 — a2  4- 

ß 


ß 


.  an 
+  -J  an 


an  an 


(nach  12,!) 


13. 


(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  180) 

Satz.  Eine  Gröse,  welche  mit  einer  zweiten  zu  denfelben  Grösen 
at  •  •  •  an  hörig  ist,  fügt  man  zu  oder  zieht  man  ab,  indem  man  die 
entsprechenden  Vorzahlen  der  Grösen  a^-an  zufügt  oder  abzieht. 

Beweis:  Es  fei  b  =  ßx  a,  4-  ßz  a2  4'  *  •  4~  ßn  a«  und 
c  =  yx  <xx  y2  a2  — 4  *  *  4~~  Yn  fo  ist 


•  # 


Die  freien  Lind  die  hörigen  Grösen. 


14—15. 


1.  b  -j-  C  ==<  ßi  al  4"  ß'l  a2  “1“  *  *  4~  ßn  aii  4~  Cy-1  al  4-  /2  a2  4"  ’  ■  4“  yn  an) 

—  ( ßi  4"  yi )  ai  4~  (.ßi  4"  y*)  a2  4~  •  •  *  +  (/?*  ~r  yn)  in 

(nach  3  und  Zahlenlehre  183) 

2.  b  —  c.  Um  den  Satz  für  h  —  c  zu  beweifen  und  Satz  13, t  an¬ 
wenden  zu  können,  müssen  wir  statt  h  —  c  die  Grösen  b  4~  ( —  c) 

—  b  4"  ( —  1)  c  nehmen,  welche  nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  133 
gleich  b  —  c  find.  Dann  ist 

b  —  c  =  b  4"  ( —  1)  c  =  ßi  ai  -L  ß2  a2  4"  •  •  4-  ßn  an 
4-  ( —  l)  Cyi  ai  4~  y2  a2  4~  •  •  4~  yn  an) 

=  ßi  ai  4"  i^2  a2  4"  ■  ’  4"  ßn  an  4"  (C  1)  yi  ai 

4-  ( —  1)  y2  a2  4-  •  *  4-  f —  1)  yn  an)  (nach  12) 

=  (ßl  4-( 1)  yi)  al  44/?2  4*( 1)  y2)  a2  4"  *  '  +  (ßn4"(  1)  yn)  an 

(nach  13,t) 

=  (ßi  -  yi)  al  4-  (p2  -  y2)  a2  4 - 4  (ßn  yn)  an 

(nach  4  und  Zahlenlehre  133) 

Satz.  Zwischen  n  Grösen  at  •  •  -  an  herrscht  dann  und  nur  dann  14. 
eine  Hörigkeit,  wenn  fich  eine  Gleichung 

di  ax  4-  •  •  •  4  e^n  an  —  0 

aufstellen  lässt,  in  welcher  wenigstens  eine  der  Zahlen  aa  ungleich 
Null  ist. 

Beweis:  1.  Wenn  in  der  Gleichung  ^  4“  *  *  *  4"  ßn  an  =  0 
auch  nur  eine  der  Zahlen  z.  B.  cq  ungleich  Null  ist,  fo  lässt  fich  die 
Gleichung  durch  teilen  und  ist 

a!  = - - 2 -  a2  —  a°  a3 - - - —  an  (nach  Satz  12  und  13), 

«!  “  ßi  a1 

2.  Wenn  eine  der  Grösen  at  •  •  -  an,  z.  B.  at  zu'  den  andern  hörig 
ist,  fo  fei 

ai  -  ß2  a2  .  4-  ßn  an, 

fo  ist  —  at  4-  /?2  a2  4 - \~  ßn  an  —  0  (nach  Zablenlelire  135) 

und  ist  alfo  mindestens  die  Yorzahl  von  at  d.  h.  at  ungleich  Null. 

Satz.  Eine  Gröse,  welche  zu  der  freien  Grösenreihe  a^—an  15. 
hörig  ist,  ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  ihre  n  Vorzahlen  Null 
find  oder  die  Gleichung  (a)  a^  4~  ß2  a2  4~  *  *  4~  ^n  Un  — ■  0,  w o  a^  •  •  *an 
eine  freie  Grösenreihe,  wird  erfetzt  durch  die  n  Zahlengleichungen 
(b)  ßj  —  0,  a2  —  0,  •  •  • ,  an.  —  0. 

Beweis:  1.  Angenommen,  es  wäre  eine  der  Yorzahlen  ungleich 
Null,  fo  würde  nach  Satz  14  zwischen  den  Grösen  a^^än  ein.- Hörig? 
keit  herrschen,  was  wider  die  Vorausfetzung  ist.  Gilt  alfo  die. Gleichung 
(a),  1b  gelten  auch  die  n  Gleichungen  (b). 


16—17. 


A  usdeh  1 1  un  gsl  ehre . 
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2.  Umgekehrt,  wenn  die  n  Gleichungen  (b)  gelten,  fo  folgt  daraus 
auch  nach  Zahlenlehre  134  und  174  die  Gleichung  Ca)*  alfo  find  beide 
Vereine  von  Gleichungen  einander  erfetzend. 

16.  Satz.  Zwei  Grösen,  welche  zu  derfelben  freien  Grösenreihe 
at  •  •  •  an  hörig  find,  find  dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn 
ihre  n  zu  denfelben  freien  Grösen  gehörigen  Vorzahlen  einander  gleich 
find  oder 

die  Gleichung  (a)  at  ^  -j-a2  a2  -f  •  •  •  -f  an  an  =  ßt  at  -f  ft  a2  4-  •  •  •  +  ß n  an, 
wo  af-aa  eine  freie  Grösenreihe,  wird  erfetzt  durch  die  n  Zahlen¬ 
glei  hungen 

(b)  =  ßlf  a2  =  ßif  •  •  •»  CCn  =  ßn. 

Beweis:  Aus  der  Gleichung  fa)  folgt  nach  Zahlenlehre  135  und 
Ausdehnungslehre  13 

(ßl  -  ßl)  4"  ($2  -  ßi)  a2  4~  ’  *  *  4~  (ttn  -  /?n)  an  =  0. 

Diefe  Gleichung  aber  wird  nach  Satz  15  erfetzt  durch  die 
n  Gleichungen 

ßi  —  ßi  =  0,  ct2  —  ===  0}  '  ’  '  —  ßn  z=z  ^5 

d.  h.  nach  Zahlenlehre  135  durch  die  n  Gleichungen 

CCj  ==:  ßi-)  (X2  =  ß2-)  *  *  *7  ßn  ==  ßn- 

1 7  Satz.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  find  von  Grösen, 

welche  fämmtlich  zu  der  freien  Grösenreihe  g,  •  •  -gn  gehörig  find, 
wird  erfetzt  durch  n  Zahlengleichungen,  welche  man  erhält,  indem 
man  statt  jeder  Gröse  ihre  zu  derfelben  freien  Gröse  ga  gehörige  Vor¬ 
zahl  fetzt,  oder 

die  Gleichung  (a)  «a  -j-  ßb  -f-  •  •  •  =  xk  -f  Al  +  •  •  • 

in  welcher  a  —  ax  gi  +  a2  g24 - r  «n  gn  k  =  x,  gx-f  *2  g2  4 - f*n  gn 

b  ’f1  ßl  £l  4~  ft  4~  *  ’  4“  ßn  gn  1  =  ^1  g“l  -}—  g*2  ~h'  '  *  “f“  gn 

•  • 

•  • 

•  * 

wo  gi  •  •  -  gn  eine  freie  Grösenreihe  ist,  wird  erfetzt  durch  die  n  Zahlen¬ 
gleichungen 

Iccctt  4~  ßßi  4“  ■  *  * xxi  4-  aAx  4~  *  *  * 

ctct 2  -f"  ßß2  4 - ==  ^*2  4“  ^2  ' 

:  ; 

•  • 

CCCtn  ~\~  ßßn  4 - =  XXa  4“  ÄÄn  4~  *  *  * 

Beweis:  Setzt  man  in  der  Gleichung  (a)  für  die  Grösen  ab  -  -  kl  -  • 
ihre  Werte,  fo  erhält  man  nach  Satz  12  und  13 

(aai  4~  ßßi  4~  *  ’  • )  B1  4~  (ß«2  4* ßßi  4 - )  g2  4 - b 4~ ßß*~\~  •  *  * ) Bn 

=  {xxi  4“  ^Aj  *  *  '  )  ol  4~  (xx2  4"  ÄÄ2  4 - )g2  4 - 4  (xxn  4“  4“  *  *  ’  )  oQ 
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Die  freien  und  die  hörigen  Grösen. 


18—19. 


und  diele  Gleichung  wird  nach  Satz  IG  erfetzt  durch  die  n  Zahlen¬ 
oleich  ungen 

aa i  4-  ßßi  -4  •  •  •  =  xxt  -j-  4  *  *  * 

ßß2  4*  ßßi  4  *  '  ’  *x2  4~  A/.2  H —  • 

•  • 

(X(Xn  4  ßßn  4  ’  *  ’  =::  XXw.  4  ÄAu  4  ’  ’  * 

Satz.  Wenn  in  einer  Reihe  von  Grösen,  deren  erste  ungleich  18. 
Null  ist,  jede  folgende  von  allen  vorhergehenden  frei  ist,  fo  ist  die 
Reihe  eine  freie  Grösenreihe. 

Beweis:  Angenommen,  die  Grösenreihe  fei  nicht  frei,  fo  herrscht 
nach  Satz  9  zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit,  und  ist  alfo  nach 
Satz  14  in  der  Gleichung  Ui  4  a2  a2  ~r  •  •  4  ßn  an  =  0,  wenigstens 
eine  der  Vorzahlen  aa  ungleich  Null.  Sei  nun  ar  die  letzte  Vorzahl 
ungleich  Null,  fo  kann  r  entweder  gleich  1  oder  gröser  als  1  fein. 
Ware  nun  r  =  1,  fo  wäre  at  =  0,  mithin  da  ^  0 ,  fo  wäre 
a!  =  0  (nach  4  und  Zahlenlehre  175)  was  gegen  die  Voraussetzung 
ist.  Wäre  aber  r  >  1,  fo  wäre 

ar  = - —  aj - —  a2  —  •  •  •  —  gf~1  ar_!  (nach  Satz  12  und  13) 

ßr  ar  ar 

mithin  ar  zu  den  vorhergehenden  Grösen  hörig,  was  wieder  gegen  die 
Voraussetzung  ist.  Es  kann  alfo  zwischen  den  Grösen  at  a2  •  -an  keine 
Hörigkeit  herrschen. 

Satz.  Wenn  zwischen  n Grösen,  welche  nicht  alle  Null  find,  19. 
eine  Hörigkeit  herrscht,  fo  lässt  lieh  stets  aus  ihnen  eine  freie  Grösen¬ 
reihe  ausfondern,  zu  der  die  andern  Grösen  hörig  find. 

Beweis:  Es  leien  a£  •  •  •  au  die  n Grösen,  fo  muss  lieh  nach  Satz 

9  eine  als  Vielfachenfumme  der  andern  darstellen  lassen,  es  fei  dies 

/ 

aü  und  fei 

an  =  üi  at  4  a2  a2  4  ’  *  4  — 1  an — 1  • 

Herrscht  nun  zwischen  den  Grösen  Ui  •  *  -an^!  abermals  eine  Hörig¬ 
keit,  fo  muss  ficli  nach  Satz  9  abermals  eine  als  Vielfachenfumme 
der  andern  darstellen  lassen.  Es  fei  dies  an_!  und  fei 

an— 1  —  ß\  ai  4  ß2  a2  4  •  *  4"  ßn—2  an— 2 

Führt  man  diefen  Ausdruck  in  die  erste  Gleichung  ein,  fo  er¬ 
hält  man 

aQ  =  («i  4«a_i  ßi)  at  4  («2  4  an_!  ß2)  a2  4 - b  («n_2  4-  aü_T  ßa_2)  an_2 

(nach  Satz  12  und  13). 


Es  ist  dann  aifo  auch  an  eine  VielfachenTumme  der  Grösen 

al  '  *  an  — 2  • 

Auf  gleiche  Weile  ergiebt  lieh,  dass,  wenn  zwischen  den  Grösen 
a1**an_r  noch  eine  Hörigkeit  herrscht,  man  eine  derfelben  als  Yiel- 
fachenfumme  der  andern  darstellen  kann,  etwa  an_r,  und  dass,  indem 
man  für  diefe  Gröse  ihre  Vielfachenlumme  einschiebt,  alle  bisher  als 
Vielfachenfummen  der  Grösen  aj  •  •  an_r  dargestellten  Grösen  demnächst 
Vielfachenfummen  der  Grösen  ax  ••  an_r_1  werden,  bis  man  zuletzt  ent¬ 
weder  zu  einer  freien  GrÖsenreihe,  oder  zu  einer  einzigen  Gröse  at 
gelangt,  von  welcher  alle  andern  Grösen  Vielfachenfummen  lind.  Im 
letzten  Falle  darf  wenigstens  diefe  Gröse  nicht  Null  fein,  da  fonst 
(nach  Satz  4  und  Zahlenlehre  174j  alle  andern  Grösen  als  Vielfache 
derfelben  Null  wären,  was  der  Vorausfetzung  widerstreitet.  In  jedem 
Falle  gelangt  man  alfo  zu  einer  freien  GrÖsenreihe,  zu  der  die  andern 
Grösen  hörig  find. 

20.  Satz.  Jede  Gröse  der  Ausenlehre  lässt  lieh  darstellen  in  der  Form 

b  CCi  a^  -j—  $2  a2  ~ [ '  * '  *  Un  Un 

wo  «i'-an  Zahlen  find  und  die  Grösen  aL  •  •  an  eine  freie  GrÖsenreihe 
bilden. 

Beweis:  In  dem  Ausdrucke,  der  b  gleich  ist,  lassen  lieh  nach 
Satz  4,  Zahlenlehre  180  und  183  alle  Klammern  löten  und  erscheint  mithin 
die  Gröse  a  als  eine  Vielfach enfum me,  in  der  jedes  Glied  ein  Zeug  oder 
Produkt  ist  einer  Zahl  mit  einer  Gröse  der  Ausdehnungslehre.  Zwischen 
diefen  Grösen  kann  nun  noch  eine  Hörigkeit  herrschen;  entfernt  man 
aber  die  zu  den  andern  Grösen  hörigen  in  der  Weife  des  Satzes  19, 
fo  bleibt  zuletzt  a  als  eine  Vielfachenfumme  übrig,  in  der  aus.er  den 

Zahlen  nur  gegenteilig  freie  Grösen  Vorkommen. 

Es  ist  wünschenswert,  dass  iicli  jeder  eine  Anschauung  von  diefen  neuen 
Grösen  verschaffe.  Die  dehnende  Raumlehre  des  Verfassers  bietet  hiezu  eine 
treffliche  Gelegenheit  und  erlaube  ich  mir  hier  auf  diefelbe  zu  verweilen. 

3.  Die  Gebiete  und  deren  Zurückleitung. 

21.  Erklärung.  Das  Gebiet  der  Grösen  a^-an  heist  die  Ge- 
fammtheit  der  zu  den  Grösen  ax**  *an  hörigen  Grösen.  Gebiet  nter 
Stufe  heist  ein  Gebiet,  wenn  die  Grösen  desfelben  fich  als  Vielfachen¬ 
fummen  von  nicht  weniger  als  n  gegenfeitig  freien  Grösen  erster 
Stufe  darstellen  lassen. 

Die  reinen  Zahlen  bilden  ein  Gebiet  nullter  Stufe. 

Zwei  Gebiete  heisen  einander  deckende  Gebiete,  wenn  das  eine 
de  m  andern  gleich  oder  ein  Vielfaches  des  andern  ist. 
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Die  Gebiete  und  deren  Zunickleit  imu. 


22—23. 


Das  Zeichen  o  vor  einem  Buchstaben  z.  B.  A  gelefen  „Gebiet 
A“  bezeichnet  das  Gebiet  jener  Gröse.  Das  Zeichen  o  (et,  e2,  ••,  eu) 
bezeichnet  das  Gebiet  der  Grösen  e^  e2,--,  en* 

Die  ursprünglichen  Einheiten  und  die  Vielfachen  und  Vielfachen- 
fummen  derfelben  heisen  Grösen  erster  Klasse. 


In  dem  Beispiele  in  der  Anmerkung  zu  Satz  10  ist  AG  =  -j-  ^e2  eine 

Gröse  erster  Klasse,  die  Ebene  durch  die  Punkte  ABE  d.  h.  die  Ebene,  welche 
die  Gefammtheit  der  zu  den  Einheiten  et  und  e2  hörigen  Grösen  a  ex d  e2  um 
fasst,  das  Gebiet  der  Grösen  ej[  und  e2  und  zwar  ein  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Ganz  ebenfo  ist  der  Raum  ein  Gebiet  dritter  Stufe  gebildet  aus  drei  gegen- 
feitig  freien  Grösen  et,  e2  und  e3,  welche,  da  iie  gegenfeitig  frei  fein  tollen,  nicht 
derfelben  Ebene  angehören  dürfen.  .  t 

Satz.  Wenn  eine  Gröse  erster  Klasse  aj  zu  n Grösen  erster  Klasse 
bi*  •  -bu  hörig  und  die  zu  bt  gehörige  Vorzahl  in  dem  Ausdrucke  für 
at  ungleich  Null  ist,  fo  ist  das  Gebiet  der  n  Grösen  at  b2  •  •  •  bn  gleich 
oder  deckend  dem  Gebiete  der  n  Grösen  bt  b2--bn. 


Beweis:  Es  fei  at  =  bi  -| -a2  b2  —  •  •  -f-  an  bn,  wo  £  0,  dann  ist 


1 


bi  —  —  &i 
«l 


a.> 


aa 


b2  •  * —  bn* 

«l  «i 

Dann  aber  ist  auch  jede  Gröse  c  des  Gebietes  bt  b2  •  *bn  z,  B. 
e  =  Yi  bi  yo  b2  -j-  ■  •  •  -f-  /n  bn. 


Yt_ 

ßi 


1  +(n 


bn. 


d.  h.  auch  eine  Gröse  des  Gebietes  ax  b2-*bn. 
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Ebenfo  ist  jede  Gröse  d  des  Gebietes  a1  b2  •  -bn  z.  B. 

d  =  aA  -j-  d2  b2  -j-  •  •  •  —  du  bn 

==  di  ßj  bi  (d2  -f~  dj  u2)  b2  -j-  *  *  *  ~b  C^n  -j-  di  ftn)  bn 

d.  h.  auch  eine  Gröse  des  Gebietes  bx  b2--bn. 

Satz.  Wenn  m  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  at  •  *am  zu  23 
n  Grösen  erster  Klasse  bt  •  •  bn  hörig  find,  fo  kann  man  zu  den  m  Grösen 
ax  •  •  am  stets  noch  n  —  m  Grösen  erster  Klasse  am_|_i  •  •  •  an  von  der 
Art  hinzufügen,  dass  die  Grösen  bt  •  •  bn  auch  zu  at  •  •  an  hörig  find 
und  alfo  das  Gebiet  der  Grösen  a,  •  *an  dem  der  Grösen  bx  •  *bn  gleich 
ist,  auch  kann  man  jene  n  —  m  Grösen  aus  den  Grösen  bx  •  •  -  bn  felbst 
entnehmen. 


Beweis:  1.  Nach  der  Voraussetzung  ist  at  zu  den  Grösen  bt  •  *bQ 
hörig;  es  fei  alfo  bt  -f  «2  b2  +  •  •  -f-  an  bn,  fo  muss,  da  ax  £  0 

ist,  mindestens  eine  der  Zahlen  ai--an  ungleich  Null  fein,  es  fei  dies, 
da  die  Zeiger  vertauschbar  find,  al5  fo  ist  nach  Satz  22  das  Gebiet 
der  Grösen  at  b2--bn  gleich  dem  Gebiete  der  Grösen  bi  *  -bn. 


24—27. 


A  usd  eh  n  ungsle  h  rc . 
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2.  Angenommen,  es  fei  (las  Gebiet  der  Grösen  a1--ar  br_|_i  •  •  ba, 
wo  r  C  m,  gleich  oder  deckend  dem  Gebiete  der  Grösen  bt  • -bn?  fo 
muss  ar+1,  da  es  nach  der  Vorausfetzung  eine  Gröse  des  Gebietes 
bf  *bn  ist,  auch  eine  Gröse  des  Gebietes  ax  •  •  ar  br+i  • -bn  fein.  Es  fei 
demnach  a(._j_  j  =  ojj  a^  -j—  •  •  -j~  cc?  ar  -|-  ^5 r_j_i  br|i  -j-  •  •  -4-  ßn  bn,  fo  muss, 
da  nach  der  Yorausfetzung  ar4.!  frei  ist  von  den  Grösen  at  •  •  •  ar , 
mindestens  eine  der  Vorzahlen  ßr-{-i'--ßn  ungleich  Null  fein.  Es  fei 
alfo  ß r_^!  £  0,  fo  ist  nach  22  das  Gebiet  der  Grösen  at  •  •  ar_p!  br-|_2  •  •  btt 
gleich  oder  deckend  dem  Gebiete  der  Grösen  bi\«bn.  Mithin  ist,  da 
das  Gebiet  der  Grösen  b2  •  •  bn  gleich  oder  deckend  dem  der  Grösen 
bi  •  •  bn  ist,  fortleitend  auch  das  Gebiet  der  Grösen  a4  •  «am  bm+i  •  *bn 
gleich  oder  deckend  dem  der  Grösen  bt  • -bn. 

24.  Satz.  Wenn  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  ax  •  •  •  •  an 
zu  n  andern  Grösen  erster  Klasse  bx  •  bn  hörig  find,  fo  ist  das  Gebiet 
der  ersten  Grösenreihe  dem  der  letztem  gleich  oder  deckend. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  23,  wenn  man  n  statt  m  fetzt. 

25.  Satz.  Jedes  Gebiet  nter  Stufe  kann  aus  n  beliebigen  gegen- 
feitig  freien  Grösen  erster  Klasse,  welche  dem  Gebiete  angehören, 
abgeleitet  werden. 

Beweis:  Es  fei  das  Gebiet  nter  Stufe  ursprünglich  aus  den  n 
gegenfeitig  freien  Grösen  erster  Klasse  ,dl  •  *an  abgeleitet  und  feien  bx  •  -bn 
beliebige  n  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse,  welche  nach  der 
Yorausfetzung  zu  dem  Gebiete  der  Grösen  at  •  •  an  hörig  find,  fo  ist, 
nach  Satz  24  das  Gebiet  der  ersten  Grösenreihe  dem  der  letztem 
gleich  oder  deckend. 

2b.  Satz.  Wenn  n  Grösen  erster  Klasse  a^-an  einem  Gebiete  von 
kleinerer  als  nter  Stufe  angehören,  fo  herrscht  zwischen  ihnen  eine 
Hörigkeit. 

Beweis:  Es  fei  das  Gebiet,  dem  die  Grösen  a^-an  angehören, 
mter  Stufe,  wo  m  <  n,  und  fei  dies  Gebiet  zu  m  Grösen  bi  •  -bm  hörig. 
Entweder  herrscht  nun  zwischen  den  m  Grösen  •  -  am  eine  Hörig¬ 
keit  und  gilt  alfo  der  Satz,  oder  fie  find  gegenfeitig  frei.  Im  letztem 
Falle  ist  das  Gebiet  der  Grösen  ax  •  -am  nach  Satz  24  dem  der  Grösen 
bi  •  •  bm  gleich,  dann  find  aber  auch  die  Grösen  am^_i  • -an  nach  Satz 
25  zu  den  Grösen  aA  •  -  am  hörig  und  herrscht  alfo  auch  in  diefcm  Falle 
zwischen  den  Grösen  a,--*an  eine  Hörigkeit. 

27,  Satz.  Wenn  ein  Gebiet  nter  Stufe  zu  n  Grösen  erster  Klasse 
hörig  ist,  fo  find  diefe  gegenfeitig  frei  und  umgekehrt,  wenn  n  Grösen 
erster  Klasse  gegenfeitig  frei  find,  fo  ist  ihr  Gebiet  nter  Stufe. 
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Die  Gebiete  und  deren  Zuriickleitung. 


28—30. 


Beweis:  1.  Herrschte  zwischen  den  n  Grösen  erster  Klasse  eine 
Hörigkeit,  fo  liesen  lieh  einzelne  derfelben  als  Vielfachenfummen  der 
andern,  d.  li.  von  weniger  als  n  Grösen  erster  Klasse  darstellen  und 
wäre  alfo  auch  das  Gebiet  von  niederer  als  nter  Stufe  (nach  Satz  21). 

2.  Wenn  die  n  Grösen  erster  Klasse  gegenfeit  ig  frei  find,  fo  find 

o  cd  / 

fie  nach  Satz  26  nicht  aus  weniger  als  n  Grösen  erster  Klasse  ableit¬ 
bar,  d.  h.  ihr  Gebiet  ist  nach  Satz  21  nter  Stufe. 

Erklärung.  Zurückleitung  der  Gröse  b  auf  das  Gebiet  28. 
a^-am  unter  Ausschliesung  des  Gebietes  am-gj.  •  -an  heist  die  Gröse 
«i  ai  +  •  •  •  +  am  am,  wenn  die  Gröse  b  =  ax  ai  +  ■  *  •  +  an  ist? 
wo  aj  •  ■  an  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse  und  m  C  n  ist.  Die 
Zurückleitungen  heisen  in  demfelben  Sinne  genommen,  wenn  die 
Grösen  auf  dasfelbe  Gebiet  unter  Ausschliesung  desfelben  Gebietes 
zurückgeleitet  find. 

Satz.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Zeuge  oder  Produkte  einer  29. 
Zahl  mit  einer  Gröse  erster  Klasse  find,  bleibt  bestehen,  wenn  man 
statt  aller  Grösen  der  Ausdehnungslehre  ihre  in  demfelben  Sinne  ge¬ 
nommenen  Zurückleitungen  fetzt. 

Beweis:  Die  gegebene  Gleichung  fei  aa  -  ßb  —  •  •  ==  xk  -j-  Al  -|-  •  • 
in  welcher  a  b*  *k  1-  •  denfelben  Wert  haben,  wie  in  Satz  17.  Dann 
wird  nach  Satz  17  die  obige  Gleichung  erfetzt  durch  die  n  Gleichungen, 
ccctji  -b  ßßi  ■  b  •  •  ;==  xxi  -j—  ÄAi  — b  •  • 


ßCtn  ~b  ßßn  *  *  -  XXn  “b  XXn  ~b  *  * 

Verwebt  oder  multiplizirt  man  nun  die  ersten  m  diefer  Glei¬ 
chungen  beziehlieh  mit  g.  •  -gm  und  fügt  die  Gleichungen  zu,  fo  er- 
hält  man 

aa  -f-  ßb  -j-  •  * ==  xky  -j-  XV  -j-  •  • 

WO  a  =  ai  gj  -{-  ••-{-  Ctm  gm  D  =  X^  gl  •  •  -j-  Xm  gm 

=  ßl  gl  "b  •  *  +  ß™  gm  lr  =  Al  gl  -b  *  •  -b  Am  g’m 

•  • 

•  • 

•  • 

was  zu  beweifen  war. 

Es  ist  auch  liier  wieder  wünschenswert,  dass  lieh  jeder  eine  Anschauung 
von  dielen  neuen  Grösen  verschaffe.  Die  dehnende  Raumlehre  des  Verfassers 
bietet  hiezu  wieder  eine  treffliche  Gelegenheit  und  erlaube  ich  mir  hier  auf  die- 
felbe  ,zu  verweilen. 

4.  Die  Gefetze  der  Grösengebiete. 

Erklärung.  Das  verbindende  Gebiet  oder  die  Summe  30. 
zweier  Gebiete  heist  die  Gefammtheit  der  Grösen,  welche  zu  dem 
einen  oder  dem  andern  der  beiden  Gebiete  hörig  find. 


31. 


Ausdehnuugslehre. 
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Das  gemeinfame  Gebiet  oder  das  Zeug  (Produkt)  zweier 
Gebiete  heist  die  Gefammtheit  der  Grösen,  welche  den  beiden  Ge¬ 
bieten  gemeinfam,  d,  h.  fowohl  zu  dem  einen  Gebiete,  als  auch  zu¬ 
gleich  zu  dem  andern  Gebiete  hörig  find. 

Das  Zeug  (Produkt)  zweier  Gebiete,  welche  keine  Gröse  erster 
Klasse  gemeinfam  haben,  fetzen  wir  gleich  Null. 

Schmiden  lieh  zwei  Ebenen  o  (ct,  e2)  und  o  (e^  e3)  in  der  geraden  Linie 
ft Cj,  fo  ist  die  Linie  das  gemeinfame  Gebiet  oder  das  Zeug  (Produkt)  der 
beiden  Gebiete  o  (et,  e2)  und  o  (et,  e3),  dagegen  find  alle  Punkte  und  Liniern 
welche  in  den  beiden  Ebenen  o  (eA,  e2)  und  o  (e^  e3)  enthalten  find,  das  verbindende 
Gebiet  oder  die  Summe  der  beiden  Ebenen. 

Satz.  Die  Summe  der  Stufenzahlen  m  und  n  zweier  Gebiete  ist 
gleich  der  Summe  der  Stufenzahl  g  ihres  gemeinfamen  Gebietes  und 
der  Stufenzahl  v  ihres  verbindenden  Gebietes,  oder  es  ist 

m|n  =  g  +  v( 

Beweis.  Es  fei  das  Gebiet  mter  Stufe  nach  Satz  27  das  der 
m  gegenfeitig  freien  Grösen  aj*  *am,  das  nter  das  der  gegen feitig  freien 
Grösen  b^-bn,  das  gemeinfame  gter  Stufe  das  der  gegenfeitig  freien 
Grösen  Cj  •  •  cg,  fo  ist  nach  Satz  23  das  Gebiet  der  Grösen  •  •  •  cg 
ag_^i*  -am  dem  der  Grösen  a •  -a^  und  das  Gebiet  der  Grösen  ct  •  -cg 
bg4-i**bn  dem  der  Grösen  b^—bn  gleich  oder  deckend  und  find  die 
Grösen  c,  •  •  cg  ag+i  •  •  am  gegenfeitig  frei  und  ebenfo  die  Grösen  ct  •  •  cg 

bg+l  *  *bn. 

Das  verbindende  Gebiet  vter  Stufe  aber  ist  das  Gebiet  der  Grösen 
Cj—Cg  ag+i  •  ■  am  bg+i-  -bn.  Angenommen  nun,  es  herrschte  hier  eine 
Hörigkeit  zwischen  den  Grösen,  fo  müsste  diefe  die  Form  haben 
a  -f-  b  -b  c  =  0,  wo  a  zu  aggt  •  -  am,  b  zu  bgg!  •  •  bn,  c  zu  cx  •  *cg  hörig 
wäre.  In  diefer  Gleichung  kann  nicht  a  =  0  fein,  da  fonst  b  -f*  c  =  0 
wäre,  d.  h.  eine  Hörigkeit  zwischen  den  Grösen  Cl  • -Cg  bg+i  •  •  bn 
herrschte,  ebenfo  kann  nicht  b  =  0  fein.  Es  wäre  alfo  a  =  —  b  —  c, 
wo  a  £  0,  d.  h.  es  gehörte  a  einerfeits  dem  Gebiete  a^  -  am  und  zu¬ 
gleich  andrerfeits  dem  Gebiete  Cj—Cg  bgg-i--bn  an.  Zu  den  Grösen 
cA  •  -cg  ist  es  aber  nicht  hörig,  da  Cj  •  -cg  ag_^i  •  *am  gegenfeitig  frei,  alfo 
hätten  die  beiden  Gebiete  a,  •  •  am  und  b,  •  -bn  auser  c,  --Cg  noch  eine 
von  dielen  freie  Gröse  gemein,  was  wider  die  Voraussetzung  ist.  Die 
Annahme  ist  mithin  falsch,  und  find  die  Grösen  c^-Cg  ag+i*  ••am 
bo_|_i  •  •  •  bn  alle  gegenfeitig  frei,  d.  h.  die  Stufenzahl  des  verbindenden 
Gebietes  v  ist  nach  Satz  27 

r 

v  =  m  -f  n  - —  g  oder  m  -j-  n  =  g  -f*  v. 
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32—34. 


Satz,  Zwei  Gebiete  mter  und  nter  Stufe,  welche  in  einem  Ge-  32. 
biete  hter  Stufe  liegen,  haben,  wenn  m  -f  n  >  h  ist,  mindestens  ein 
Gebiet  (m  -f  n  —  h)ter  Stufe  gemein. 

Beweis:  Sei  das  verbindende  Gebiet  vter,  das  gemeinfame  gier 
Stufe,  fo  ist  nach  Satz  31  g  =  m  4-  n  —  v,  aber  v  h,  da  es  in 
dem  Gebiete  h  liegen  muss,  mithin  ist 
g  m  -f-  n  —  h. 

Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  zweier  Gebiete,  welche  keine  33. 
Gröse  erster  Klasse  gemeinsam  haben,  ist  Null  oder 

[o  (e«i,  ea2}  ■  *  *  }6an)]  •  [o  (e6|,  e&2}  *  '  ,6&m)]  0  Wenn  (t i  *  *  *(tn  ^  ü[  •  *  *  öm. 

Unmittelbar  aus  Satz  30. 

Satz.  Für  die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  geltem  alle  Sätze  34. 
der  Bestimmungslehre  oder  der  Logik,  fofern  man  in  jedem  Satze  das 
Wort  Begriff  bez.  Gröse  durch  das  Wort  Gebiet  erfetzt. 

Beweis:  Bei  den  Gebieten  der  Grösenlehre  ist  das  Gebiet  von 
e  -j-  e.  und  ebenfo  das  Gebiet  von  e-e  gleich  dem  Gebiete  von  e,  oder 
es  ist  o  (e  -j-  e)  =  °  e  und  o  (e-e)  =  a  e,  kurz  es  gelten  für  die  Ge¬ 
biete  der  Ausdehnungslehre  auch  die  beiden  Grundformeln  der  Logik 
e  -f-  e  =  e  und  e  •  e  =  e. 

Ferner  ist  für  die  Gebiete  auch  oe4-f  o  es  £  0  nach  Satz  30 
und  ist  (o  ea)  •  [o  es]  =  0,  wenn  a  £  6  nach  Satz  33,  alfo  gelten  für 
die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  auch  die  beiden  Hauptformeln  der 
Logik  ea  +  eß  £  0  und  ea  •  e&  —  0,  wenn  a  <*  b  ist.  Aus  diefen  vier 
Sätzen  find  aber  alle  Sätze  der  Logik  abgeleitet,  alfo  gelten  auch  alle 
Sätze  der  Logik  für  die  Gebiete  der  Ausdehnungs!  ehre,  wenn  man  in 
jedem  Satze  das  Wort  Begriff  bez.  Gröse  durch  das  Wort  Gebiet 
erfetzt. 

Da  die  Mathematiker  meist  keine  Logik  treiben,  fo  scheint  ein  folches 
Bezugnehmen  auf  die  Logik  bedenklich.  Aber  will  man  die  Sache  streng  wissen- 
schaftlich  nehmen  und  alle  Sätze  beifannnen  haben,  welche  man  für  die  Gebiete 
ableiten  kann,  fo  ist  es  das  Kürzeste  und  Wissenschaftlichste,  auf  die  Logik  zurück 
zu  gehen;  denn  hier  find  alle  Beweife  in  kürzester  Form  gegeben.  Ueberdies 
bieten  die  in  der  Logik  zur  Veranschaulichung  aufgeführten  Zeichnungen  gleich- 
zeitig  auch  das  beste  Mittel  zur  Veranschaulichung  der  Sätze  über  die  Gebiete  in 
der  Ausdehnungslehre.  Ich  kann  daher  den  geehrten  Mathematikern  nur 
empfehlen,  an  diefer  Stelle  die  Logik  zu  studiren  und  die  reichsten  Anwendungen 
auf  die  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  zu  machen. 

Da  ich  aber  nicht  hoffen  darf,  dass  die  Herren  Mathematiker  fämmtlich  hier 
die  Logik  einschieben  werden,  fo  fehe  ich  mich  hier  genötigt,  wenigstens  die 
wichtigsten  Sätze  für  die  Gebiete  abzuleiten. 

o 


35 — 36»  Ausdehnungslehre.  Iß 

Für  das  Anschaulichmachen  der  Gebiete  durch  Zeichnung  be¬ 
merke  ich  ein  für  alle  Mal,  dass  die  Sache  stets  fo  dargestellt  werden  wird,  dass 
zwei  Gebiete  nur  dann  und  nur  foweit  gleiche  Einfache  enthalten,  als  fie  in 
denfelben  Raum  fallen  oder  einander  decken,  fo  haben  z.  B.  die  Gebiete  a  und  b 
nur  das  Stück  efgh  gemeinfam,  fonst  lauter  verschiedene  Einfache,  fo  haben 
d  und  c  gar  kein  Einfaches  gemeinfam. 

e  f  de 


g  h 


ln  der  Raumlehre  fagt  man  d  fei  gleich  c  oder  gleich  gros  mit  c.  ln  der 
reinen  Denk  und  Gebietslehre  dagegen  ßnd  d  und  c  ganz  ungleich,  haben 
auch  nicht  einen  Punkt,  nicht  ein  Einfaches,  nicht  ein  Element  gleich.  Es  ist 
wichtig,  diefen  Unterschied  zu  beachten,  da  fonst  leicht  Verwirrungen  entstehen 
könnten. 

Es  ist  nun  aus  der  Zeichnung  einleuchtend,  dass  a  -j-  a  =  a  ist,  denn  wenn 
ich  auf  a  noch  einmal  das  gleiche  a  lege,  fo  ändert  dies  das  a  nicht,  ebenfo 
bleibt  a*a  —  a* 

Satz.  Für  die  Gebiete  gelten  alle  Gefetze  der  Zufügung1  und 
der  Verwebung,  welche  wir  in  der  Grösenlehre  kennen  gelernt  haben. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  30.  Denn  die  Summe,  d.  h.  das 
verbindende  Gebiet  bleibt  dasfelbe,  ob  ich  ex  e2  mit  e3,  oder  ob  ich 
eA  mit  e2  und  e3  verbinde,  und  ebenfo  bleibt  es  dasfelbe  für  und  e2 
wie  für  e2  und  e^  Es  gelten  alfo  für  die  Fügung  die  Grundformeln 
der  Einigung  und  der  Vertauschung  und  daraus  abgeleitet  das  ganze 
Gefetz  der  Zufügung.  Ebenfo  für  das  Zeug,  d.  h.  für  das  genieinfame 
Gebiet  ist  das  Gebiet,  welches  dem  a  mit  dem  b  und  auserdem  mit 
dem  c  gemeinfam  ist,  dasfelbe,  als  welches  dem  a  gemeinfam  ist 
mit  dem  dem  b  und  c  gemeinfamen  Gebiete  und  ebenfo  ist  das 
dem  a  und  b  gemeinfame  Gebiet  dasfelbe,  wie  das  dem  b  und  a  ge- 
meinfame  Gebiet,  da  in  beiden  Fällen  stets  diefelben  Einheiten  gemeinfam 
bleiben.  Es  ist  alfo  für  die  Gebiete  abc  =  a  (bc)  und  ab  =  ba,  d.  li.  es 
gelten  die  Grundformeln  und  daraus  abgeleitet  das  Gefetz  der  Ver¬ 
webung. 

Satz.  oA4-0A=°A  |  eA°A=*A 

Die  Summe  und  das  Zeug  (Produkt)  zweier  gleichen  Gebiete  ist 
wieder  dasfelbe  Gebiet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  Satz  30. 

Man  muss  hier  von  vorne  herein  wohl  darauf  achten,  dass  für  die  Gebiete 
und  für  die  Grösen  der  Ausdehnungslehre  ganz  verschiedene  Gefetze  der  Zu¬ 
fügung,  wie  der  Webling  oder  Multiplikation  gelten,  und  dass  man  daher,  wenn 
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37—40. 


man  nicht  in  Verwirrung  geraten  will,  Gebiete  und  Grösen  genau  unterscheiden 


muss.  So  ist  für  Gebiete  -j-  oA  =  °A,  c 
fofern  A  ^  0  ist,  fo  ist  für  Gebiete  °A  1 
fofern  A  ^  0  ist. 

Satz.  n°A[=  oA 

Jede  Summe  und  jedes  Zeug 
wieder  dasfelbe  Gebiet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  36 

Satz.  °A  =°A  -1-  °A°B 

Man  kann  zu  jedem  Gebiete 
ohne  Aenderung  feines  Wertes 
ein  Zeug  (Produkt)  fügen,  in 
welchem  jenes  Gebiet  ein  Fach 
oder  Faktor  ist. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  36 


agegen  für  die  Grösen  A  -f-  A  =  2A  ^  A, 
A  =  °A.  dagegen  für  Grösen  A-A  7  A 

(°A)Ü  =  °A 

oder  Produkt  gleicher  Gebiete  ist 

°A  =  °A  •  (°A  -f  °B) 

Man  kann  jedes  Gebiet  ohne 
Aenderung  feines  Wertes  mit 
einer  Summe  weben  (multipli- 
ziren),  in  welcher  jenes  Gebiet 
ein  Stück  ist. 

und  30. 


V e  r a n s  ch a  u li  c h  u n g.  d  =  a  -(-  b 


c  —  a  •  b 


d 


Satz.  Annahme :  °A  -f-  °B=°B 
Folgerung:  °A-°B=°A 
Wenn  die  Summe  zweier  Ge¬ 
biete  dem  einen  Gebiete  gleich 
ist,  fo  ist  das  Zeug  oder  Produkt 
der  beiden  Gebiete  dem  andern 
Gebiete  gleich. 

Beweis.  Nach  der  An¬ 
nahme  ist 

0 A  •  oß  =  o a  .  (o A  4-  °B) 

=  °A  *°A  4-  °A-°B  (nach  35) 

—  °A  4  °A.°B  (nach  36) 

—  °A  (nach  38) 

Satz.  °A  4-  1  =  1 

°Ar 4-  o  =°A 

t-  1 


Annahme:  °A°B=°B 
Folgerung :  °A  -f  °B  =  °A 
Wenn  das  Zeug  oder  Produkt 
zweier  Gebiete  dem  einen  Gebiete 
gleich  ist,  fo  ist  die  Summe  der 
beiden  Gebiete  dem  andern  Ge¬ 
biete  gleich. 

B  e  w  eis.  Nach  der  Annahme  ist 
A  ’B=°A  4  °A*°B 

=  °A-°A  4-  °A-oB 

(nach  36) 
=  «A  •  (°A  4-  °B)  (nach  35) 
=  °A  (nach  38) 

°A0  =  0 
°A  x  1  =  °A 


Eins  Lgiebt  zu  jedem  Gebiete  gefügt  eins,  mit  jedem  Gebiete 
gewebt  oder  multiplizirt  dasfelbe  Gebiet. 

R.  Grassmann.  Ausdeliuungslehre.  2 


41 — 42. 


Ausdehnungslehre. 
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Null  giebt  mit  jedem  Gebiete  gewebt  Null,  zu  jedem  Gebiete 
gefügt,  dasfelbe  Gebiet.  . 

Beweis.  Die  Sätze  °A  -f  0  =  °A,  °A  x  1  —  °A  und  °A  X  0  =  0 
gelten  schon  aus  der  Grösenletire  für  jedes,  was  Gegenstand  des 
Denkens  ist  oder  werden  kann,  alfo  auch  für  Gebiete.  Für  die  Ge¬ 
biete  ist  aber  ferner  1  =  1  (1  +  1  X  °A)  (nach  38) 

=  1  +  °A  da  1  x  °A  =  °A  ist. 

41.  Satz.  Annahme:  °A  -f-  °C  =  °B  4- °C  und  auch  0A-*C=°B*°C 

Folgerung:  °A=°B 

91 

Zwei  Gebiete,  welche  zu  einem  dritten  Gebiete  gefügt,  gleiche 
Summen,  und  mit  einem  dritten  Gebiete  gewebt,  gleiche  Zeuge  oder 
Produkte  geben,  find  einander  gleich. 


Beweis.  °A  =.  °A  (°A  -f-  °C) 
=  °A  (°B  -f~  °C) 
=  °A-°B  +  °A°C 
=  °A  -°B  4-  °B°C 
==  °B  (°A  4-  ®C) 
==  °B  (°B  °C) 

=  °B 


(nach  38) 
(nach  Annahme) 
(nach  35) 
(nach  Annahme) 
(nach  35) 
(nach  Annahme) 
(nach  38) 


42.  Satz.  Annahme: °A -foB  =  0* 
Folgerung :  °A=0,°B=0  • 
Wenn  die  Summe  zweier  Ge¬ 
biete  Null  ist,  fo  ist  jedes  der 
beiden  Gebiete  Null. 

Beweis.  °A=°A  4-  0 

(nach  40) 
=°A  4- (°A-f  °B) 
(nach  Annahme) 
=  (°A  4-°A)  4°B 
(nach  35) 
=  °A  4-  °B 

(nach  36) 

=  0 

(nach  Annahme) 


Annahme :  °A  -°B  =  1  • 
Folgerung :  °A  =  1,  °B  =  1  • 
Wenn  das  Zeug  (Produkt) 
zweier  Gebiete  Eins  ist,  fo  ist 
jedes  der  beiden  Gebiete  Eins. 
Beweis.  °A=°A-1 

(nach  40) 
==  °A  (°A°B) 
(nach  Annahme) 
—  (°A°A)  -°B 
(nach  35) 
=  oA*0B 

(nach  36) 

=  1 

(nach  Annahme) 


.-Fiir  -die  Gebiete  der  Ausdehmmgslehre  giebt  es  demnach  kein  Abziehen 
oder  Subtraliiren  und  kein  Teilen  oder  Dividiren,  und  giebt  es  kein  negatives 
Gebiet  und  keinen  Teiler  oder  Divifor.  Denn  wollte  man  «A  —  <>A  =  0  fetzen, 
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43—46. 


°A 


fo  wäre  »A  -f-  ( — °A)  =  0.  alfo  nach  42  auch  <>A  —  0.  und  wollte  man  =  1  fetzen, 

fo  wäre  o\.— —  1.  alfo  nach  42  auch  °A  =  1. 

°A 

Erklärung.  Das  Nichtgebiet  eines  Gebietes  °A  wird  das  Ge-  43. 
biet  °A  (gelefen  Gebiet  Nicht  A)  genannt,  welches  alle  Einheiten 
enthält,  welche  in  °A  nicht  enthalten  find,  dagegen  keine  der  Einheiten 
enthält,  welche  in  °A  enthalten  find.  Das  Gebiet  °A  heist  dem  Nicht¬ 
gebiete  gegenüber  das  Selbstgebiet.  Das  Nicht  e  ^amam^^ma^mm  f 
von  °A  -|-  °B  wird  durch  [°A  4-  °B],  das  Nicht 
von  °A  x  °B  wird  durch  [°A  X  °B]  bezeichnet. 

Um  das  Nicht  anschaulich  zu  machen,  muss  man 
die  Betrachtung1  auf  ein  gewisses  Gebiet  efgli  ein- 
schränken,  dann  ist  dies  die  4  und  a  -j-  a  =  1 


Satz.  °A  -f-  °A  =  1 
Die  Summe  oder  das  ver¬ 
bindende  Gebiet  jedes  Gebietes 
und  feines  Nichtes  ist  Eins. 


°A  •  °A  =  0 

Das  Zeug  (Produkt)  oder  das 
gemeinfame  Gebiet  jedes  Gebietes 
und  feines  Nichtes  ist  Null. 


44. 


Beweis.  1.  Es  ist  °A-°A  =  0  unmittelbar  aus  33,  da  °A  und  °A 
gar  keine  Einheit  gemein  fam  haben. 

2.  Es  ist  oA  -j-  °A  =  (°A  -J-  °A)  1  (nach  40).  Das  Zeug  oder 
Produkt  zweier  Gebiete  ist  aber  nach  30  das  beiden  Gebieten  gemein¬ 
fame  Gebiet,  mithin  find  fämmtliche  Einheiten,  welche  in  °A  -f-  °A 
enthalten  find,  auch  in  1  enthalten.  Andrerseits  find  alle  Einheiten, 
welche  in  1  enthalten  find,  auch  in  °A  -j-  °A  enthalten,  denn  nach  43 
find  alle  Einheiten,  welche  nicht  in  °A  enthalten  find,  in  °A  enthalten, 
mithin  find  in  °A  -f-  °A  alle  Einheiten,  welche  es  überhaupt  giebt, 
alfo  auch  jede  Einheit,  welche  in  1  enthalten  ist. 

Satz.  Alle  Nichtgebiete  desfelben  Gebietes  find  einander  gleich,  45. 
oder  für  jedes  Gebiet  giebt  es  nur  ein  Nichtgebiet  desfelben. 

Beweis.  Es  feien  °A  und  0At  zwei  Nichte  desfelben  Gebietes,  fo  ist 
°A  +  °A  ==  4  =  °A  -j-  °AX  und  °A*°A  =  0  =  °A-°Aj  (nach  44) 
mithin  °A  =  oAt  (nach  41) 

Satz.  °A  =  °A  46. 

Das  Nicht  des  Nichtes  eines  Gebietes  ist  wieder  das  erste  Ge¬ 
biet  felbst. 

Beweis.  Es  ist  °A  +  °A  =  1  =  °A  -f-  °A  und  0A-°A  —  0  =  ®A-°A 

(nach  43) 

alfo  ist  «A  —  °A  (nach  41). 

2* 


47—50. 


Ausdehnungslehre. 
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47. 


Satz.  1  =  0 

Das  Nicht  der  Eins  ist  die 


Null. 


0  =  1 

Das  Nicht  der  Null  ist  die 


Eins. 


Beweis. 


mithin 


1  +  1  =  1  =  14-0 

(nach  44,  40) 
1.1  =  0  =  1-0 
(nach  44,  40) 
1=0  (nach  41 


Beweis.  0  -j—  0  ==  1  =  0  -j—  1. 

(nach  44,  40) 
0-0  =  0  =  0-1 

(nach  44,  40) 
0  =  1  (nach  41) 


48. 


Satz. 

Annahme:  °A°B  =  0,  °A*°B  =  0 
Folgerung :  •  A  =  °B 

Wenn  bei  zwei  Gebieten  das 
Zeug  je  des  einen  mit  dem  Nichte 
des  andern  Null  ist,  fo  find  beide 
Gebiete  gleich. 

Beweis.  Nach  40  ist 

°A  =  °A  x  1  _ 

=  °A  (°B  -f  °B)  (nach  44) 

=  °A°B  +  °A°B  (nach  35) 

=  °A°B 

(nach  Annahme) 
=  °A°B  -f-  °A°B 

(nach  Annahme) 
=  (°A  +  °A)°B  (nach  35) 

=  °B  (nach  44) 


mithin 


Annahme:  (°Ä  +  °Bj  =  1, 

(°A  -f-  °B)  =  1 
Folgerung :  °A  =  °B 

Wenn  bei  zwei  Gebieten  die 
Summe  je  des  einen  mit  dem 
Nichte  des  andern  Eins  ist,  fo 
find  beide  Gebiete  gleich. 

Beweis.  Nach  40  ist 
°A  =  °A  x  1 
=  °A  (°A  +  °B) 

=  °A°A  4-  °A°B 
=  °A°B 

=  °A°B  4-  °B°B 
=  (°A  4-  °B)  °B 
=  1  X  °B  =  °B 

(nach  Annahme) 


(Annahme) 
(nach  35) 
(nach  44) 
(nach  44) 
(nach  35) 


49. 


Satz.  °A  4-  °B  =°A°B  -j-  °A°B  f  °A°B 

Die  Summe  zweier  Gebiete  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  Zeuge 
der  beiden  Gebiete  und  den  beiden  Zeugen  des  einen  Gebietes  mit 
dem  Nichte  des  andern. 

Beweis. 


50. 


»A  -f  °B  =  °A  •  1  4-  1  -°B 

=  °A(°B  4-  °B)  4“  (°A  4“  °A)°B 
=  °A°B  4-  °A°B  +  °A°B  4-  °A°B 
=  °A°B  4-  °A°B  4*  °A°B 

Satz.  «A  4  °B  4-  °A*°B  =  1. 

Bei  je  zwei  Gebieten  ist  die  Summe  aus  den  beiden  Gebieten 
und  dem  Zeuge  (Produkte)  ihrer  Nichte  gleich  Eins. 


(nach  40) 
(nach  44) 
(nach  35) 
(nach  36) 
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51—52. 


=  (°A  -)-  °A)  (°B  4-  °B) 

=  °A°B  4-  °A°B  +  °A°B  4-  0A°B 
=  °A  4-  °ß  4-  °A°B 


Satz.  [ÜA  4-  °B)  =  °A  °B 
Das  Nicht  einer  Summe  oder 
des  verbindenden  Gebietes  ist 
gleich  dem  Zeuge  oder  dem  ge- 
meinfamen  Gebiete  von  den  Nich¬ 
ten  der  Stücke. 

Beweis. 

°A  4-  °B  4-  «A-°B  =  1  (nach  50) 
==  °A  4-  °B  4-  [°A  4-  °B) 

(nach  44)  und 

(°A  4*  °B)  -°A  -°B 

=  °A  -0A°B  4*  oB0A°B  (nach  35) 
='0  (nach  44) 

=  (°A  4-  °B)  [°A  4-  °B) 

(nach  44) 

mithin  °A°B  =  [°A  4-  °B)  (nach  41) 


(nach  40) 
(nach  44) 
(nach  35) 
(nach  49) 

[°A-°B)  =  °A  4-  °B  51 

Das  Nicht  des  Zeuges  oder 
des  gemeinfamen  Gebietes  ist 
gleich  der  Summe  oder  dem  ver¬ 
bindenden  Gebiete  von  den  Nich¬ 
ten  der  Fache  oder  Faktoren. 
Beweis. 

°A°B  4~  A  4  °B  =  1  (nach  50) 

—  oAoß  -4  [°A°B) 

(nach  44)  und 

°A°B  (°A  -4  °B) 

=  °A°B°A  4"  °A°B°B  (nach  35) 

=  0  (nach  44) 

—  oAoß  •  [°A°B ) 

(nach  44) 

mithin  °A  -}- °ß  =  [°A°ß)  (nach  41) 


Erklärung.  Zwei  Gebiete  der  Ausdehnungslehre  heisen  52 

a.  Deckgebi  ete  oder  identische  Gebiete,  wenn  beide 
einander  gleich  find  oder  wenn  jede  Gröse  des  einen  Ge¬ 
bietes  auch  eine  Gröse  des  andern  ist, 

b.  Eingebiete  oder  inzidente  Gebiete,  wenn  das  eine  ein 
Stück  des  andern  ist,  oder  wenn  jede  Gröse  des  Stückes 
auch  eine  Gröse  der  Summe  ist.  Die  Summe  heist  dann 
auch  das  übergeordnete  oder  weitere  Gebiet,  das 
Stück  das  untergeordnete  oder  engere  Gebiet, 

c.  Schneidgebiete  oder  fekante  Gebiete,  wenn  beide  teils 
gemeinfame  Grösen,  teils  jede  eigentümliche  Grösen  hat 
Die  Gefammtheit  der  gemeinfamen  Grösen  heist  das  ge¬ 
meinfame  Gebiet,  die  Gefammtheit  aller  Grösen,  welche 
zu  den  Grösen  beider  Gebiete  hörig  find,  das  verbindende 
Gebiet, 

d.  Trenngebiete  oder  disjunkte  Gebiete,  wenn  beide  Ge¬ 
biete  keine  Gröse  gemeinfam  haben. 


ÖD. 


Ausdehn  ungslelire. 
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Die  Anschauung  ergiebt  lieh  aus 

Deckgebiete  Eingebiete 


der  folgenden 

Schneidgebiete 


Zeichnung: 

o 

Trenngebiete 


a.  "j-  b 


ab  =  a  =  b  ab  irr  a 


Satz.  Die  Summe  oder  das 
verbindende  Gebiet  zweier  Deck¬ 
gebiete  (identischer  Gebiete)  ist 
dasfelbe  Gebiet,  die  zweier  Ein¬ 
gebiete  ist  das  höhere  Gebiet,  die 
zweier  Schneidgebiete  ist  das  ver¬ 
bindende  Gebiet,  die  zweier  Trenn¬ 
gebiete  (disjunkter  Gebiete)  ist 
die  Summe  aller  den  beiden  Ge¬ 
bieten  angehörigen  Grösen. 

Beweis.  Umnit  t  el  bar  au  s 

36  und  30. 

Veranschaulichung  liehe  bei  Satz  52. 

Satz.  °A  -j -  °B  7Ä  °B 

Die  Summe  der  Gebiete  ist 
jedem  Stücke  gleich  oder  über¬ 
geordnet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  53. 

Zur  Veranschaulichung  des  Satzes 
und  Untergebiete  dienen. 

Satz.  1  3A  °A 

Die  Eins  ist  das  höchste  Ge¬ 
biet,  welchem  alle  Gebiete  unter¬ 
geordnet  find. 

Beweis.  Nach  40  ist  °A  -f-  1 
—  1  und  °A  •  1  =  °A,  alfo  ist  nach 
53  die  1  höher  als  °A,  was  immer 
auch  °A  fein  möge. 


a 

b 

a 


ab  ab  :=  0 

Das  Zeug  (Produkt)  oder  das 
gemeinfame  Gebiet  zweier  Deck¬ 
gebiete  (identischer  Gebiete)  ist 
dasfelbe  Gebiet,  das  zweier  Ein¬ 
gebiete  ist  das  niedere  Gebiet, 
das  zweier  Schneidgebiete  ist  das 
gemeinfame  Gebiet,  das  zweier 
Trenngebiete  (disjunkter  Gebiete) 
ist  Null. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  33, 
36  und  30. 

°A°B  B 

Das  Zeug  (das  Produkt)  der 
Gebiete  ist  jedem  Fache  oder 
Faktor  gleich  oder  untergeordnet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  53. 
kann  die  Zeichnung  zu  52  für  Deckgebiete 

0  <'«A 

Die  Null  ist  das  niedrigste 
Gebiet,  welches  allen  Gebieten 
untergeordnet  ist. 

Beweis.  Nach  40  ist  °A  -f-  0 
==  °A  und  °A  X  0  =  0 ,  alfo  ist 
nach  53  die  0  niedriger  als  °A, 
was  immer  auch  °A  fein  möge. 
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56-— 58b 


S  a  t  z,  (°A  4-  °B=°B)  =  (°A<  °B) 

Ein  Gebiet,  welches  zu  einem 
andern  zugefügt,  den  Wert  des- 
felben  nicht  ändert,  ist  diefem 
deckend  oder  untergeordnet  und 
Man  kann  zu  jedem  Gebiete 
ohne  Aenderung  feines  Wertes 
das  Deckgebiet  oder  das  unter¬ 
geordnete  Gebiet  zufügen  (ad- 
diren). 

Beweis.  Unmittelbar  aus  54. 

Satz.  (°A°B  =  0)  =  (°B  <  °Ä)~ 
und  (°A°B  =  0)  =  (°A  <5  °B) 

Jedes  Gebiet  ist  dem  Nichte 

i  .  •  > 

feines  Trenngebietes  gleich  oder 
untergeordnet  und 

Wenn  ein  Gebiet  dem  Nichte 
eines  andern  gleich  oder  unter¬ 
geordnet  ist,  fo  ist  es  von  dem- 
felben  getrennt  oder  disjunkt. 
Beweis.  1.  Wenn  °A°B  ==  0 
(Annahme),  fö  ist 
üB  =  °B  •  1  (nach  40) 

=  °B  (°A  4~  0 A)  (nach  44) 

=  °B°A  4-  °B°A  (nach  35) 

=  °B°A  (nach  Annahme) 

d.  h.  °ß  °A  (nach  56) 

2.  Wenn  °A  <"  °B,  lo  ist  nach 
54  UB  =  ÜA  -|-  «B,  all'o 
0=roßoß  (nach  44) 

=  (°A  -)-  °B)°B 


(°A°B  —  °A)  ==  (°A  <  B)  56; 

Ein  Gebiet,  welches  mit  einem 
andern  gewebt  (multiplizirt)  den 
Wert  desfelben  nicht  ändert,  ist  die¬ 
fem  deckend  oder  übergeordnet  und 

Man  kann  jedes  Gebiet  ohne 
Aenderung  feines  Wertes,-  mit 
einem  deckenden  oder  ihm  über- 
geordneten  Gebiete  verweben  r, 
(multipliziren).  r,  P ; 

Beweis.  Unmittelbar  aus  54 

r  •  -  v  i-  -  • 

' _  ..  r  •  '  -5  :  v)  %  j. 

(°A°B  =  0)  =  (°B  °A)  ...57. 

(°A°B  =  0)  =  (°A  °B) 

Jedes  Gebiet  ist  dem  Nichte 
feines  gleich  oder  übergeordneten 
Gebietes  getrennt  oder  disjunkt  und 

Wenn  ein  Gebiet  einem  an¬ 
dern  gleich  oder  untergeordnet  ist, 
fo  ist  es  dem  Nichte  desfelben  ge¬ 
trennt  oder  disjunkt. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  57 
erste  Seite. 

Zur  Veranschaulichung  des 
Satzes  dient  folgende  Zeichnung: 


V"  u 
-  .  ..  i 


=  °A°B  4-  °B°B  (nach  35) 

=  °A°B  (nach  44) 

Satz.  (°A  <V  °B)  ==  (°B  C  °A) 

Das  Nicht  des  hohem  Begriffes  ist  dem  Nichte 
des  niedern  Begriffes  untergeordnet. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  5 7 ..  denn  [°A  °B] 

=  (°A°B  ==  0)  =  («B  <  °A)  :  .  •  , 


59. 


60. 


64. 


59—64. 


Ausd  eli  r  ui  ngsleh  re . 


Satz.  (°A  -f-  °B  =  °B)  (°A°B  =  °B)  =  (°A  —  °B) 

Ein  Gebiet,  welches  zu  einem  andern  Gebiete  zugefügt  und  auch 
mit  ihm  verwebt  (multiplizirt)  dies  Gebiet  nicht  ändert,  ist  diefem 
Gebiete  deckend  oder  identisch. 

Beweis.  Da  °A  -}-0B=0B  ist,  fo  ist°A=°A°B  nach  39,  alfo  ist 
°A  =  °A°B  =  °B  nach  der  Annahme. 

Satz.  (° A  <  °B)  (°B  c  °A)  =  (°A  =  °B) 

Wenn  von  zwei  Gebieten  das  erste  dem  zweiten  und  zugleich 
das  zweite  dem  ersten  untergeordnet  ist,  fo  find  beide  Gebiete 
deckend  oder  identisch. 

Beweis.  Wenn  °A  <7  °B,  fo  ist  nach  56  auch  °A  -f  °B  =  °B 


und  wenn  °B  C  °A,  fo  ist  nach  56  auch  °A  -j-  °B 


°A,  mithin  ist 


61. 


8A  =  °A  +  °B  =  °B 

Satz.  (°A  <  °B)  *(°A  C  °B)  =  (°A  =  °B) 

Wenn  das  Nicht  des  niedern  Gebietes  dem  des  hohem  Gebietes 
untergeordnet  ist,  fo  find  beide  Gebiete  deckend  oder  identisch. 


Beweis.  Nach  58  ist  da  °A  <  °B  auch  °B  <7  °A,  und  da  auch 


62. 


63. 


°A  <7  °B,  fo  ist  nach  60  auch  °A  =  °B 

Satz.  Für  deckende  Gebiete  und  für  Eingebiete  finden  die 
folgenden  acht  Gleichungen  statt,  und  wenn  eine  diefer  Gleichungen 
stattfindet,  find  die  Gebiete  deckende  oder  Eingebiete. 

1.  °A  °B  3.  °A  :  °B  =  °B  5.  °A°B  =  °A  7.  °A°B  =  0 

2.  °B  °A  4.  °A  -f  °B  =  °A  6.  °A°B  =  °B  8.  °A  -f  °B  =  1 

Beweis.  Unmittelbar  1  nach  53;  2  nach  58;  3,  4,  5  und  6  nach 
56;  7  nach  57.  Es  bleibt  alfo  nur  für  8  der  Beweis  zu  führen;  es  ist  aber 
1  =  1  -f-  °B  (nach  40) 

=  °A  -f  °A  -f  (nach  44) 

=  °A  -f-  °B  (nach  56) 

Satz.  Für  Trenngebiete  (disjunkte  Gebiete)  finden  die  folgenden 
acht  Gleichungen  statt  und  wenn  eine  diefer  Gleichungen  stattfindet, 
fo  find  die  Gebiete  getrennt  oder  disjunkt. 

1.  °A  44  °B  3.  °A  -f  °B  =  °B  5.  °A  °B  =  °A  7.  ÜA°B  =  0 

2,  °B  °A  4.  °A  -f  °B  =  °A  6.  °A  °B  =  °B  8.  ÖA  4  °B  =  1 

Beweis.  Unmittelbar  aus  62,  indem  man  °B  in  °B  und  °B  in 

°B  umwandelt,  da  wenn  °A  und  °B  disjunkt,  d.  h.  nach  53  °A°B  =  0 


auch  nach  57  °A  dem  °B  unteroeordnet  ist. 

o 

Erklärung.  Das  Hauptgebiet  °H  heist  das  Gebiet,  zu  welchem 
alle  der  Betrachtung  unteiworfenen  Giösen  hörig  find.  Alle  Giö^en 
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65  —  68'. 


welche  auserhalb  des  Gebietes  liegen,  werden  für  die  Betrachtung 
gleich  Null  gefetzt.  Alle  Gebiete,  welche  das  Hauptgebiet  schneiden, 
werden  nur  foweit  betrachtet,  als  fie  in  das  Hauptgebiet  fallen. 

Erklärung,  Die  Ergänzung  eines  Gebietes  heist  das  Nicht-  65. 
gebiet  jenes  Gebietes,  foweit  die  Einheiten  des  Nichtgebietes  im 
Hauptgebiete  enthalten  find,  oder  fie  ist  das  Zeug  des  Nichtgebietes 
mit  dem  Hauptgebiete. 

Satz.  Die  Betrachtung  wird  auf  das  Hauptgebiet  H  beschränkt,  66. 

indem  jedes  Glied  der  Formel  mit  dem  Hauptgebiete  H  verwebt 
oder  multiplizirt  wird. 


Bewei's.  Da  für  die  Gebiete  nur  Zufügung  und  Verwebung 

i  o  o  o 

vorkommt,  und  für  diefe  Rechnungen  alle  Klammern  gelöst  werden 
können,  fo  erhält,  wenn  man  alle  Klammern  löst,  jedes  Glied  die 
Form  a  °A  und  die  ganze  Formel  die  Form 

S  ßa 0 Aa  =  Sß6°t>6.  Wenn  man  hier  beide  Seiten  mit  H  ver- 
bn  bm 

webt,  fo  erhält  die  Formel  die  Gestalt 


ßa0Aa^0H  =  (S  ^0B^°H,  oder  nach  35  und  Grösenlehre  90 

S  ßa°Aa°H  —  S  ßh°Bh°R 

1  1 
J-in 

Sei  nun  °BC  ein  Gebiet  auserhalb  des  Hauptgebietes,  fo  ist 
ÜBC°H  —  0  nach  33.  Sei  °Bd  ein  Gebiet,  welches  °H  schneidet,  fo  ist 
°Bd°H  nach  30  das  beiden  Gebieten  gemeinsame  Gebiet,  d.  h.  es  wird 
nur  foweit  betrachtet,  als  es  in  das  Hauptgebiet  fällt.  Sei  endlich 
°Be  ein  Gebiet  innerhalb  des  Hauptgebietes,  fo  ist  nach  62  auch 
0Be°H  =  °Be.  Aus  1  wird  1  .°H  =  °H. 

Satz.  Alle  Sätze  34  bis  63  über  die  Gebiete  bleiben  bestehen, 
fofern  man  für  jedes  Gebiet  das  Zeug  des  Gebietes  mit  dem  Haupt¬ 
gebiet,  für  1  das  Hauptgebiet  und  für  jedes  Nichtgebiet  die  Er- 
« 

gänzung  zum  Hauptgebiete  fetzt. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  66. 


67. 


5.  Die  Zeuge  oder  Produkte  von  Ausdehnungsgrösen. 

Erklärung.  Das  Zeug  oder  Produkt  von  n  Einheiten  erster  68. 
Klasse  heist  eine  Einheit  nter  Klasse,  fofern  es  ungleich  Null  ist. 

Jede  Einheit  nter  Klasse,  welche  wenigstens  eine  andere  Einheit 
erster  Klasse  enthält,  als  jede  andere  Einheit  nter  Klasse,  ist  eine 
von  diefen  freie  Grose. 


69—71. 


A  usdehnungsjehre. 
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Ich  habe  das  Gebiet  von  n  gegenseitig'  freien  Grösen  erster  Klasse  oder 
von  n  ursprünglichen  Einheiten  ein  Gebiet  n  ter  Stufe  genannt.  Dagegen  nenne 
ich  das  Zeug  oder  Produkt  von  n  ursprünglichen  Einheiten  eine  Einheit  nter 
Klasse,  ebenfo  das  Zeug  oder  Produkt  von  n  gegenseitig  freien  Grösen  erster 
Klasse  eine  Gröse  nter  Klasse.  Ich  unterscheide  alfo  Stufe  und  Klasse  und  ge¬ 
brauche  die  Stufe  nur  für  die  Gebiete,  die  Klasse  nur  für  die  Zeuge  oder  Pro¬ 
dukte.  Es  ist  diefe  Benennung  der  Zeuge  oder  Produkte  aber  auch  geschichtlich 
berechtigt.  In  der  Bindelehre  oder  Kombinationslehre  heist  ein  Gebinde  von  n 
Einfachen  oder  Elementen  abc •  •  -n  längst  ein  Gebinde  nter  Klasse.  Es  liegt  kein 
Grund  vor,  von  diefem  geschichtlichen  Gebrauche  abzugehen.  Die  Sätze  aber 
werden  dadurch  klarer  Betrachtet  man  z.  B.  die  Zeuge  oder  Produkte  von  m 
einfachen  gegenseitig  freien  Grösen  in  einem  Gebiete  nter  Stufe,  So  ist  es  klarer 
von  den  Grösen  mter  Klasse  in  einem  Gebiete  nter  Stufe  zu  reden,  als  von  den 
Grösen  mter  Stufe  in  einem  Gebiete  nter  Stufe. 

Die  gegebene  Erklärung  befagt,  dass  zwischen  den  verschiedenen  Einheiten 
höherer  Klasse  nicht  noch  Bedingungsgleichungen  herrschen  dürfen,  wodurch  die 
eine  als  Vielfaclienfumme  der  andern  gefetzt  wird.  Denn  fei 

a  E-j-jS  F-|-y  G-f  •••  =  0,  wo  E,  F,  G  •  •  •  verschiedene  Einheiten 
höherer  Klasse  find,  und  fei  wenigstens  eine  der  Vorzahlen  z.  B.  a  ungleich 
Null,  So  ist  die  diefer  Vorzahl  zugehörige  Einheit  E  nach  14  zu  den  Einheiten 
F,  G  •  •  hörig,  alfo  nicht  frei  von  den  Einheiten  F,  G  •  •  •  • 

Satz.  Wenn  a  E  -f  /9  F  y  G  -f-  •  •  =  0 
wo  E,  F,  G  •  •  •  verschiedene  Einheiten  höherer  Klasse  find,  fo  ist  a  =  0, 
ß  =  0,  y  =  0,  •  •  oder  eine  Gröse,  welche  zu  den  verschiedenen  Ein¬ 
heiten  höherer  Klasse  hörig  oder  welche  eine  Vielfachenfumme  diefer 
höheren  Einheiten  ist,  ist  dann  und  nur  dann  Null,  wenn  ihre  fämmt- 
lichen  Vorzahlen  Null  find. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  Satz  15. 

Satz.  In  jedem  Zeuge  oder  Produkte  zweier  Grösen  der  Aus¬ 
dehnungslehre  kann  man,  statt  die  einzelnen  Grösen  mit  Zahlen  zu 
vielfachen,  auch  das  Zeug  der  erstem  mit  dem  Zeuge  der  letztem 
vielfachen  oder  es  ist 

(aa)  (/9b)  =  (a/9)  (ab) 

Beweis:  Es  ist  (aa)  (/9b)  —  a  (a/9)  b  (nach  3?1). 

=  a  (/9  a)  b  (nach  4). 

=  (a/9)  (ab)  (nach  3,t). 

Satz.  In  jedem  Zeuge  oder  Produkte  mehrer  Grösen  der  Aus¬ 
dehnungslehre  kann  man,  statt  die  einzelnen  Grösen  mit  Zahlen  zu 
vielfachen,  auch  das  Zeug  der  erstem  mit  dem  Zeuge  der  letztem 
vielfachen  oder  es  ist 

P(«a,  jüb-  •)  =  (a/9  -  •)  P(a,  b  •  • ) 
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72—75. 


Satz.  In  jedem  Zeuge  oder  Produkte  mehrer  Grösen  der  Aus-  72. 
dehnungslehre  kann  man  die  Fache  oder  Faktoren,  welche  Vielfache 
derfelben  Gröse  find,  ohne  Aenderung  des  Wertes  vertauschen,  oder 
es  ist 

P(«a,  •)  =:  P(^a,  <*a*  •) 

Beweis:  P(«a,  ßa*  •)  =  ([aß  •  •  )  P(a,  a  •  •)  (nach  71) 

=  [ßci-  •)  P(a.  a--)  (nach  Zahlenlehre  160) 

'  P ($a,  «a  •  • )  ( nach  71) 

Satz.  Ein  Zeug,  dessen  einer  Fach  (Faktor)  eine  Vielfachen-  73. 
fumme  ist,  ist  gleich  einer  Vielfachenfumme  von  entsprechenden 
Zeugen,  welche  man  erhält,  wenn  man  statt  der  gegebenen  Vielfachen¬ 
fumme  die  Stücke  fetzt  oder 

P(aa-j-/3b-|-*  •)  C  =  a  Pac  ~\~  ß  Pbc  -f-  *  * 

Beweis.  Unmittelbar  aus  Grösenlehre  71  und  Ausdehnun^s- 
lehre  71. 

/ 

Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  zweier  Vielfachenfummen  aus  be-  74. 
liebigen  Grösen  erhält  man,  indem  man  jede  Gröse  der  ersten  mit 
jeder  der  zweiten  zu  einem  Teilzeuge  einwebt  (multiplizirt),  jedes 
diefer  Teilzeuge  mit  dem  Zeuge  der  zu  den  betreffenden  Grösen  ge¬ 
hörigen  Vorzahlen  vervielfacht,  und  dann  fämmtliche  Zeuge,  welche 
fich  auf  diefe  Weife  bilden  lassen,  zufügt  oder  addirt,  oder 
(S  cta  a a)  •  (S  ßb  bb)  =  S  aa  ßb  (aa  bb) 
wo  aa  bb  beliebige  Grösen,  aa  ßb  beliebige  Zahlen. 

Beweis:  (S  aa  aa)  •  (B  ßb  bb)  =  S  aa  [a a  •  (B  ßb  bb)]  (nach  73) 

=  B  aa  [ßb  (aa  bb)]  (nach  73) 

=  S  aa  ßb  (a a  bb)  (nach  12) 

Satz.  Der  Satz  74  gilt  auch  für  beliebig  viele  Fache  oder  75. 
Faktoren,  d.  h. 

(  B«a  aa)  •  (S ßb  bb)  -  (S  yc  cc)  •  •  •  ==  S  (ota  ßf>  yc  •  •  •)  (aa  bb  cc  •  •  • ) 

wo  aa,  bb,  cc  •  •  •  beliebige  Grösen  und  aa,  ßb,  yc  •  •  *  beliebige  Zahlen. 

Beweis:  Wenn  der  Satz  für  irgend  eine  Anzahl  m  von  Fachen 
oder  Faktoren  gilt  (Annahme),  fo  gilt  er  auch  für  m  -f  1  Fache. 

Es  fei  nach  der  Annahme 

(S  aa  a a)  •  (S  ßb  bb)  •  •  •  (S  mm)  =  B  («a  ßb  *  •  •  /Wm)  (aa  bb  •  •  •  rnm)  fo  ist 
(B  aa  a a)  •  (S  ßb  bb)  •  •  •  (S(um  mm)  •  (S  vn  nn) 

=  [S  ( aa  ßb  •  •  -jWm)  (aa-bb-  *  •  mm)]  (S  Vn  nn)  (nach  Annahme) 

=  B  (cta  ßb  •  •  '[.im  Vn)  (aa  •  bb  •  •  •  mm  •  nn)  (nach  74) 
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Nun  gilt  der  Satz  75  nach  Satz  74  für  zwei  Fache  oder  Faktoren 
mithin  gilt  er  fortschreitend  auch  für  beliebig  viele. 

Satz.  Das  Zeug  oder  Produkt  von  n  Vielfachenfummen  von 
Einheiten  erster  Klasse  ist  eine  Vielfachenfumme  von  Einheiten  nter 
Klasse,  foweit  die  Zeuge  der  n  Einheiten  erster  Klasse  ungleich  Null 
bleiben. 

Beweis:  Unmittelbar  aus  75. 

Die  in  Satz  68  bis  75  entwickelten  Gefetze  lind  die  allgemeinen  Gefetze. 
welche  in  der  A usd elmungslehre  für  alle  Arten  von  Zeugen  oder  Produkten 
gelten.  Die  eigentümlichen  Gefetze  für  die  einzelnen  Arten  der  Zeuge  oder  Pro¬ 
dukte  von  Grösen  gehen  aus  den  Bedingungsgleichungen  hervor,  welche  für  die 
Zeuge  (Produkte)  der  Grösen  aufgestellt  werden.  Die  Zahlgrösen  der  Ausdehnungs¬ 
lehre  unterliegen  den  gewöhnlichen  Gefetzen  der  Zahlenlehre:  es  kommt  demnach 
nur  noch  darauf  an,  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Zeuge  der  Einheiten  auf- 
zu  stellen. 

Wir  haben  bereits  in  der  Einleitung  zur  Ausdehnungslehre  bei  der  Idee  der 
Ausdehnungslehre  die  Arten  der  Webung  oder  Multiplikation  besprochen,  welche 
bei  der  Ausdehnungslehre  in  Betracht  kommen.  Wir  fallen  dort,  dass  für  die 
Ausdehnungslehre,  als  niederer  Zweig  der  Ausenlehre  oder  Synthefis,  nur  die 
Elachung,  für  welche  ea  ea  —  0  und  ea  ef>  =  —  ej,  ea  ist,  und  die  innere 
Webung,  für  welche  ea  e^  =0  und  ea  ea  ^  0  ist,  in  Betracht  kommen,  dass 
aber  die  letztere  lieh  leicht  auf  die  Flacliung  zurückführen  lasst.  Dass  demnach 
für  die  Ausdehnungslehre  nur  die  Flacliung  als  eigentümliche  Art  der  Webung 
verbleibt. 

Für  die  Erweiterungslehre  oder  für  den  höher n  Zweig  der  Ausenlehre  oder 
der  Synthefis,  lernten  wir  dort  noch  die  Fleehtung  kennen,  für  welche  fowolil 
ea  ea  ^  0,  als  auch  ea  et  ^  0  ist.  Wir  könnten  hienach  fofort  zur  Flacliung  über¬ 
gehen-  indessen  ziehe  ich  es  doch  vor,  im  Texte  noch  einen  befondern  Weg 
einzuschlagen  und  die  Zeuge  oder  Produkte  der  Ausdehnungslehre  den  Zeugen 
oder  Produkten  der  Bindelehre,  wie  der  Logik  gegenüber  zu  stellen,  und  hoffe 
ich  dadurch  noch  mehr  Klarheit  in  die  Sache  zu  bringen. 

In  der  Ausdehnungslehre  kann  man,  wie  in  dem  innern  Denken  zwei  Ord¬ 
nungen  der  Webung  oder  Multiplikation  unterscheiden,  nämlich 

1  Die  innere  Webung,  den  Begriffen  der  Bestimmungslehre  oder  Logik 
entsprechend,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  verschiedener 
Einheiten  gleich  Null  gefetzt  wird.  ea*e&  =  0. 

2.  Die  äusere  Webung,  den  Gebinden  der  Bindelehre  oder  Kombinations¬ 
lehre  entsprechend,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  ver¬ 
schiedener  Einheiten  ungleich  Null  gefetzt  wird.  ea  e.ß  ^  0. 

Erklärung.  Die  innere  Webung  oder  die  innere  Mul- 
tiplikation  heist  in  der  Ausdehnungslehre  diejenige  Art  der  Webung, 
für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  verschiedener  Einheiten  Null, 
das  Zeug  oder  Produkt  zweier  gleicher  Einheiten  eins  ist. 

ea  •  et  =  0  ea  •  ea  =  1. 
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Von  der  innern  Webling  giebt  es  nur  eine  Art.  Da  ea  -eg  =  0.  fo  muss 
ea.e  ^0  fein,  denn  fetzen  wir  hier  auch  ea  •  ea  =  0.  fo  werden  fämmtliche 
Grösen  Null,  d.  h.  es  verschwindet  die  ganze  Webung.  Das  Zeug  ea-ea  muss 
alfo  ungleich  Null  fein.  Soll  nun  aber  diefe  Bedingung  eine  allgemeine  fein,  fo 
dass  ea*ea**-ea  ^  0  ist  und  will  man  nicht  für  jedes  diefer  Zeuge  einen  andern 
Wert  entführen,  fo  ist  es  das  Einfachste,  wir  fetzen  ea-ea- •  *ea  —  ea*ea.  Soll  nun 

1 

auch  gleichzeitig  ed  • - =  1  gelten,  fo  folgt  allgemein  für  jedes  beliebige  a 

e,. 


(nach  41 
(nach  4) 


d.  li.  es  werden  dann  alle  Zeuge  ea  -ea  =  1  für  beliebiges  et.  Man  kann  alfo  alle 
Zeuge  oder  Produkte  zweier  gleicher  Einheiten  gleich  eins  fetzen  und  ist  für 
innere  Webung  allgemein: 

C  C/ 

ea  *ea  —  *“5  *  ■ —  9-  « 

Wir  könnten  nun  zunächst  die  Gefetze  für  die  innere  Webung  entwickeln  • 
aber,  wie  lieh  im  Folgenden  zeigen  wird,  gewinnen  wir  diefe  Gefetze  bequemer 
durch  Anwendung  der  äusern  Webung  und  können  demnach  fofort  zur  äusern 
Webung  übergehen. 


Erklärung.  Die  äusere  Webung  oder  Multiplikation 
heist  in  der  Ausdehnungslehre  jede  Art  der  Webung,  für  welche  das 
Zeug  oder  Produkt  zweier  oder  mehrer  verschiedener  Einheiten  un¬ 
gleich  Null  ist  oder  ea-et  £  0  ea-e&-ec-  •  •  £  0. 


In  der  Bindelehre  oder  Kombinationslehre  werden  wir  vier  Arten  von  Zeugen 
oder  Produkten  kennen  lernen,  für  welche  fämmtlich  die  Bedingungsgleichung 
ea*eb  Z  9  gilt,  nämlich 

1.  die  Geschiede  (Komplexionen)  oder  die  Zeuge,  für  welche  Vertauschung 
zweier  Einheiten  gilt, 

2.  die  Geänder  (Variationen)  oder  die  Zeuge,  für  welche  diefe  Ver 
tauschung  nicht  gilt, 

und  in  jeder  diefer  Gattungen  zwei  Arten,  nämlich 

a)  die  Vollgebinde  (Kombinationen  mit  Wiederholung)  oder  die  Zeuge,  in 
denen  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist  und 

b)  die  Ausgebinde  (Kombinationen  ohne  Wiederholung)  oder  die  Zeuge, 
in  denen  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist. 

Wir  erhalten  alfo  in  der  Bindelehre  folgende  vier  Arten  von  Zeugen  oder  Pro¬ 
dukten: 

Die  Vollgeschiede  (Komplexionen  mit  Wiederholung):  ea -ea  ^  9  •  ea  •  eg  =  eg  •  ea 
Die  Ausgeschiede  (Komplexionen  ohne  Wiederholung) :  ea-ea  =  0:  ea-eg  =  eg*ea 
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Die  Vollgeänder  (Variationen  mit  Wiederholung):  ea*ea  £  0:  ea*efc  2^  eb’ca 

Die  Ausgeänder  (Variationen  ohne  Wiederholung):  ea-ea  =  0;  ea-efc  2.  e&*ea 

Verfuchen  wir  nun  diefe  vier  Arten  der  Zeuge  oder  Produkte  in  die  Aus¬ 
dehnungslehre  einzuführen,  fo  ergeben  lieh  die  folgenden  Betrachtungen: 

Für  die  erste  Art  der  Webung,  welche  den  Vollgeschieden  (Komplexio¬ 
nen  mit  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  alfo  Vertauschung  zweier  Einheiten 
gilt,  und  für  welche  zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist, 
gilt  die  Grundformel  der  Verwebung  er  es  —  es  er  (Grösenlehre  61)  und  geht  daraus 
das  ganze  Gefetz  der  \  erwebung  (Grösenlehre  62)  hervor,  d.  h.  man  kann  in  jeder 
Grösenknüpfung  ohne  Aenderung  des  Wertes  die  Plusklammern  und  Malklammern 
beliebig  fetzen  oder  weglassen,  die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  beliebig  ändern 
und  die  Beziehungsklammern  auflöfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Faches  mit 
jedem  des  andern  verwebt  und  die  Zeuge  zufügt  (die  Produkte  addirt).  Es  ist  dies 
das  Gefetz,  welches  in  der  Zahlenlehre  feine  Geltung  hat,  der  Begründer  der  Aus¬ 
dehnungslehre  H.  Grassmann  hat  diefe  Art  der  Multiplikation  daher  die  alge¬ 
braische  genannt.  Es  versteht  iich  von  felbst,  dass  ihr  auch  eine  algebraische 
Teilung  oder  Di vifion,  eine  Höhung  oder  Potenzirung  u.  f.  w.  zur  Seite  geht,  und 
dass  man  für  alle  diefe  Verknüpfungen  ausgedehnter  Grösen  unmittelbar  die  Gefctze 
der  Zahlenlehre  als  geltend  annehmen  darf.  Ich  nenne  diefe  Art  der  Webung  in  der 
Ausdehnungslehre  eine  Flechtung,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Flecht*.  Der 
Name  algebraische  Multiplikation  kann  leicht  zu  Irrungen  und  Missverständnissen 
führen.  Es  ist  ja  unzweifelhaft,  dass  jedes  Vielfache  aa  ein  algebraisches  Produkt 
ist,  dasfelbe  wird  in  allen  Arten  der  Multiplikation,  bei  innerer  Webung,  wie  bei 
Flachung  und  Flechtung  angewandt.  Das  Flecht  der  Ausdehnungslehre  muss  von 
diefem  algebraischen  Produkte  unterschieden  werden,  ich  wende  daher  lieber  den 
Namen  Flechtung  und  Flecht  an.  Der  Bruder  hat  den  Namen  algebraische  Multipli¬ 
kation  nur  gewählt,  um  den  Mathematikern  die  Sache  mehr  mundgerecht  zu  machen 
und  dadurch  die  Einführung  zu  erleichtern.  Der  Begriff  der  Flechtung  ist  überdies 
ein  neuer  und  ist  daher  für  den  neuen  Begriff  auch  ein  neuer  Name  erforderlich 
oder  doch  wünschenswert. 

Für  die  zweite  Art  der  Webung,  welche  den  Ausgeschieden  (Kom¬ 
plexionen  ohne  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  die  Vertauschung  zweier  Ein¬ 
heiten  gilt  und  für  welche  zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist,  gilt 
die  Bedingung  ed  ea  —  0,  und,  da  in  der  Ausdehnungslehre  jede  Gröse  als  Einheit  ge¬ 
fetzt  werden  kann,  auch  0  =  (ea  -}-  e^)  (  ea  -f-  e^)  ==  ed  ea  -|-  ea  e^  -j-  e^,  ea  -f -  eg  eb 
alfo  da  0  =  en  ea  —  efc  e^,  auch  0  =  ea  -f-  eg  ea. 

Da  nun  ferner  Vertauschung  gilt,  fo  ist  ea  e5  =  e^  ea  mithin  auch  ea  e^  —  0, 
d.  h.  es  werden  für  diefe  Art  der  Verwebung  fämmtliche  Zeuge  oder  Produkte 
Null  und  fällt  diefe  Art  der  Rechnung  mithin  aus. 

Für  die  dritte  Art  der  Webung,  welche  den  Vollgeändern  (Variationen 
mit  Wiederholung)  entspricht,  für  w eiche  alfo  nicht  Vertauschung  gilt  und  für  welche 
zugleich  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  ungleich  Null  ist,  gilt  nur  die  Grund“ 

*  Das  Flechten  bezeichnet  ein  Verknüpfen  von  jedem  mit  jedem,  ist  alfo 
bir  diefe  Art  der  Zeuge  ein  ganz  passender  Name,  da  ex  und  e2  geflochten 

(  l  ei  l2  e»  o-eben  und  alle  diese  Produkte  ihre  Werte  behalten.,  ohne  zu 
et  e2  e2-e2  ° 

verschwinden. 
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formel  der  Einwebung  (Grösenlehre  57)  und  daraus  abgeleitet  das  Gefetz  der  Ein¬ 
webung  (Grösenlehre  60).  d.  h.  man  kann  in  jeder  Grösenkniipfung  die  Plus¬ 
klammern  und  die  Malklammern  beliebig  letzen  oder  weglassen  und  die  Beziehungs¬ 
klammern  auflöfen,  indem  man  jedes  Stück  des  einen  Faches  (Faktors)  mit  jedem  des 
andern  webt  und  die  Zeuge  zufügt  (die  Produkte  addirt).  Es  scheint  hienach. 
als  könnte  auch  diefe  Art  der  Webung  oder  Multiplikation  in  der  Ausdehnungs¬ 
lehre  verwandt  werden:  allein  es  ergiebt  lieh,  dass  diefe  Art  der  Webung  nicht 
Zeuge  liefert,  welche  gleiehmäsig  oder  fymmetrisch  und  zugleich  unabhängig  von 
den  ursprünglich  gefetzten  Einheiten  lind,  und  dass  diefe  Art  der  Webung  daher 
1  ür  die  Ausdehnungslehre  keine  allgemeinen  Gefetze  liefert. 

Für  die  vierte  Art  der  Webung.  welche  den  Ausgeändern  (Variationen 
ohne  Wiederholung)  entspricht,  für  welche  alfo  nicht  Vertauschung  gilt,  für  welche 
aber  das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist.  gilt  die  Grundformel  ea  ea  =  0 
und.  da  in  der  Ausdehnungslehre  jede  Gröse  als  Einheit  gefetzt  werden  kann,  auch 
0  ==  (ea  -f  e6)  (ea  -j-  e6)  =  ea  ert  +  ea  eb  -f  eß  ea  -f  e6  eß  mithin  da  0  =  ea  ea  ==  e£,  e6 
auch  0  =  ea  e£,  -j-  e£,  ea,  mithin  e^  ea  =  —  ea  eg  . 

Es  bildet  diefe  Art  der  Webung  oder  Multiplikation  die  der  Ausdehnungs¬ 
lehre  eigentümliche  Verknüpfung.  Der  Begründer  der  Ausdehnungslehre  hat  diefe 
Art  der  Multiplikation  die  kombinatorische  genannt,  ich  nenne  fie  eine 
Flachung,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Flach*.  Der  Name  kombinatorisches 
Produkt  kann  leicht  zu  Irrungen  und  Missverständnissen  führen.  In  der  Kombi¬ 
nationslehre  wird  jede  Kombination  ein  Zeug  oder  Produkt  und  zwar,  wenn 
aa  ^  a,  a ■  -{-  a  =  a  ist,  ein  kombinatorisches  Produkt  genannt.  Das  Flach  der 
Ausdehnungslehre  muss  von  diefem  kombinatorischen  Produkte  unterschieden 
werden.  Ich  wende  daher  lieber  die  Namen  Flach  und  Flachung  an.  Die  Sätze 
werden  dadurch  auch  deutlicher  und  kürzer.  Der  Bruder  hat  den  Namen  kombi¬ 
natorisches  Produkt  wieder  aus  Rückficht  auf  die  Mathematiker  gewählt,  um 
diefen  die  Sache  leichter  und  bequemer  zu  machen. 

Wir  haben  alfo  von  der  äusern  Webung  oder  Multiplikation  der  Aus¬ 
dehnungslehre  zwei  Arten  kennen  gelernt,  die  Flechtung  und  die  Flachung  oder 
die  algebraische  und  die  kombinatorische  Multiplikation.  Von  diefen  ist  die 
Flachung  bei  weitem  die  einfachere.  In  der  Tat,  betrachten  wir  bei  zwei  Ein¬ 
heiten  e!  und  e2  das  Zeug  zweier  Fache  oder  Faktoren  [(oq  et  -J-ä2  e2)  (,q  et  -{-  ß2  e2)] 
=  oq  ßi  [ei  et]  -|-  a2  ß2  [e2  e2 1  ai  ih  [°i  e2J  -j-  «2  ßi  [e2  <h  ].  1*0  führt  fich  dies  bei 
der  zweiten  Gattung,  wo  [et  ef|  =  [e2  e2]  =  0,  [e2  e,|  =  —  [eq  e2J  ist,  auf 
(«i  ß2  —  «2  ßi)  [e,  e2J,  alfo  auf  nur  eine  Einheit,  nämlich  [e1  e2]  zurück-  ja,  wenn  in 
einer  Entwicklungsreihe  nie  mehr  als  jene  beiden  ursprünglichen  Einheiten  eq  und  e2 
Vorkommen,  fo  wird  man,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  tun,  [)q  e2]  =r  1 
fetzen  können,  und  erhält  dann  als  das  Zeug  eine  Zahl.  Ganz  anders  bei  der  ersten 
Gattung,  wo  fich  jenes  Zeug  auf  oq  ßt  [ej  e(J  -j-  a2  ß2  [e2  e2]  -(-  (av  ß2  -J-  a2  ß{)  [et  e2] 
zurückführt,  alfo  auf  nicht  weniger  als  drei  Einheiten.  Wenn  hier  nur  die 
beiden  ursprünglichen  Einheiten  und  e2  Vorkommen,  fo  kann  man  als  ein. 


*  Flach  stammt  vom  alten  Verb  spal,  sskr.  phal  spalten,  bersten.  Davon 
ist  abgeleitet  palaka.  sskr.  phalaka,  gr.  pläk-s,  lat.  planca,  Brett,  Planke,  ahd.  fiah, 
nhd.  Flach,  die  Fläche:  das  auseinander  Tretende,  fich  Ausdehnende. 
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fachsten  Fall  =  1  und  e2  =  i  =  ( —  1)  12  fetzen  und  hat  dann  ej  ei=  —  e2-e2=  1 
und  ei -ea  =  e2  *e!  =  i,  das  heist,  man  erhält  dann  als  (Prosen  die  Richtgrösen  oder 
komplexen  Grösen  a  -j-  ib,  welche  alfo  nur  einen  einfachen  Fall  diefer  Art  der 
Knüpfung  darstellen.  Da  es  in  der  Entwicklung  der  Wissenschaft  vor  allen  Dingen 
darauf  ankommt,  die  nach  und  nach  hervortre.tenden  Grösen  in  ihrem  einfachsten 
Begriffe  zu  erfassen,  fo  werden  wir  mit  der  Flach ung  beginnen  und  he  in  der 
Ausdehnungslehre  behandeln,  während  wir  die  Flechtung  erst  im  hohem  Zweige 
der  Ausenlehre  oder  Syntließs  erörtern  werden. 

Erklärung.  Das  äusere  Zeug  oder  Produkt  heist  in  der  Aus¬ 
dehnungslehre  ein  Flach  (ein  kombinatorisches  Produkt),  wenn 
das  Zeug  zweier  gleichen  Einheiten  Null  ist,  und  auch  je  zwei  Zeuge 
oder  Produkte  von  Einheiten,  welche  durch  Vertauschung  der  beiden 
letzten  Fache  oder  Faktoren  aus  einander  hervorgehen,  zur  Summe 
Null  geben,  das  Zeichen  derfelben  ist  die  Flachkammer  [  ],  oder  in 
Formeln 

[ea  •  ea]  =  0  [ea  et]  -7-  [et  ea]  =  0. 

m 

Erklärung.  Das  äusere  Zeug  oder  Produkt  heist  in  der  Ausen¬ 
lehre  oder  Synthesis  ein  Fl  echt  oder  ein  algebraisches  Produkt, 
wenn  das  Zeug  je  zweier  gleichen  Einheiten,  die  ungleich  Null  find, 
auch  ungleich  Null  ist,  und  in  dem  Zeuge  ungleicher  Fache  oder 
Faktoren  Vertauschung  der  Fache  gilt,  das  Zeichen  derfelben  ist  das 
der  gewöhnlichen  Webung,  oder  in  Formeln  ea  ea  £  0  efl  et  =  et  ea 

Um  vollständig  klar  zu  sein,  entwickeln  wir  beispielsweise  die  verschiedenen 
Einheiten  3.  Klasse  aus  den  6  ursprünglichen  Einheiten  e2  e2  e3  e4  e5  ed,  wobei 
wir  die  Zeuge,  in  denen  gleiche  ursprüngliche  Einheiten  Vorkommen,  in  dem 
einen  Beispiele,  wie  bei  den  Flechten,  ungleich  Null,  im  andern,  wie  bei  den 
Flachen,  gleich  Null  setzen. 


Die  Flechte  dritter  Klasse  aus 
6  ursprünglichen  Einheiten. 

eieieb  eieie2i  eieie3^  eieie4i  e^es,  e^eg 

Cie2e2,  e!e2e3,  e^e^  e^e^,  e^eg 
eie3e3,  e^e*,  e^eg,  e ^eg 
eie4e4,  e^eg,  exe4eg 

Cl6öe5i  ele5e6 
eie6e6 

e2e2e2,  e2e2e3,  e2e2e4,  e2e2e5,  e2e2e6 
e2e3e3,  e2e3e4,  e2e3e5,  e2e3e6 
e2e4e4,  e2e4e5,  e2e4e6 
e2e5e5,  e2e5e6 
e2e6eg 

c3e3e3,  e3e3e4,  e3e3e5,  e3e3eg 
e3e4e4,  e3e4e3,  e3c4tg 


Die  Flache  dritter  Klasse  aus 
6  ursprünglichen  'Einheiten. 

eie2e3}  ele2e4i  ele2e5->  ele2ei3 
ele3e4}  ele3e5}  ele3eö 
ele4e5‘)  ele4e6 
ele5^6 


e2e3e4,  e2e3e3,  e2e3e6 

e2e4e5^  e2e4e6 
e2e5e6 

e3e4e5,  e3e4eg 
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)dcr  Produkte  von  AusdehnungsgTosen. 

80. 

e3e5e5.  e3e5e(J 

eie4e5i 

e4e5e5,  e4e&e,; 

e4e5eü 

eAeGet; 

p.p.p.  p  _  o  _  p , 
v'.>v-  j  o*  o 

^ö^-tK  ii 

^*6^ü**  6 

Jeder,  weicher  die  Kombinationslehre  kennt.  lieht  auf  den  ersten  Blick,  das* 
dies  die  Geschiedc  oder  Komplexionen  sind,  aber  als  Zeuge  oder  Produkte  im 
s  mir  der  äusern  Weitung  oder  Multiplikation  aufgefasst. 


♦ 


E.  Grascjmaim.  Ausdehnungslehre. 


3 
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Zweiter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 

Die  Flachunuslehre. 

O 


6.  Die  Ge  fetze  der  Flachungslehre. 

gj  Erklärung.  Das  Flach  oder  kombinatorische  Produkt  heist  ein 

Zeug  oder  Produkt  von  Einheiten,  die  Webung  heist  Flachung  oder 
kombinatorische  Multiplikation,  wenn 

1)  jedes  Zeug,  welches  nur  verschiedene  Einheiten  enthält,  un¬ 
gleich  Hüll  ist  und 

2)  die  Summe  zweier  Zeuge  von  Einheiten,  welche  durch  Yer- 
tauschung  der  beiden  letzten  Einheiten  aus  einander  her¬ 
vorgehen,  Mull  ist. 

Das  Seichen  des  Flaches  ist  eine  um  das  Zeug  gefetzte  Flach¬ 
klammer,  gelefen  „Flach“  z.  B.  [ei  e2]  gelefen  Flach  ei  e2. 

Zwei  Grösen  heisen  gleichgeordnet,  wenn  in  zwei  Reihen  der 
Grösen  diefelbe  Gröse  die  frühere,  fie  heisen  entgegengefetzt  ge¬ 
ordnet,  [wenn  in  der  einen  Reihe  die  Gröse  die  frühere  ist,  welche 
in  der  andern  die  spätere  ist. 

Die  Flachung  oder  die  kombinatorische  Multiplikation  haben  wir  die  unsere 
Webung  oder  Multiplikation  genannt,  für  welche  [ea -ea]  =  0  und  [ea *C{,]  -j-  [e^  *ea] 
=  0  ist.  Tn  der  obigen  Erklärung  ist  die  letzte  Bedingungsgleichung  etwas 
allgemeiner  gefasst,  wie  fie  für  die  weitere  Ableitung  erforderlich  ist,  die  erste 
Bedingungsgleichung  aber  fortgelassen,  da  fie  fich  aus  der  andern  von  felbst 
ergiebt  und  in  Satz  829  abgeleitet  wird. 

Für  die  Flaehklammer  wird  meist  aus  Bequemlichkeit  der  Drucker  die  scharf¬ 
kantige  Klammer  [  j  genommen,  welche  allgemein  für  gewöhnliche  Klammern 
verwandt  wird,  fobald  zwei  Amen  von  Klammern  zu  unterscheiden  find  z.  B. 

ja-f-b  (c — •  xa)|  /2.  Es  kann  nun  leicht  zu  Verwirrungen  führen,  wenn  diefe 
felbe  Klammer  zur  Bezeichnung  der  Flache  und  zugleich  für  gewöhnliche 
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Zeusre  oder  Produkte  verwandt-  wird.  Ich  habe  daher  eine  abweichende  Form 

1  O  .  . 

für  die  Flachldammer  eingeführt,  welche  jede  Verwechfelung  auöschliesh 

Satz.  [eie2e3  •  •]  £  0. 

Jedes  Flach,  in  welchem  nur  ungleiche  Einheiten  geflacht  find. 

ist  ungleich  Null. 

Satz.  [Eeres]  jrj-  [Eeser]  —  0.  83. 

Die  Summe  zweier  Flache  von  Einheiten,  welche  auseinander 

durch  Vertauschung  der  letzten  beiden  Einheiten  hervorgehen,  ist  Null. 

_  = 

Satz.  Für  die  Flache  gilt  das  Einigungs-  und  das  Beziehungs-  84. 
gefetz  für  alle  Grösen,  dagegen  gilt  das  Vertauschnngsgefetz  der 
Fache  oder  Faktoren  nur  für  Zahlen. 

Be w eis.  Unmittelbar  aus  3  und  4. 

Für  die  Flacliung  oder  kombinatorische  Multiplikation  gilt  nicht  die  Ver¬ 
tauschung  der  Fache  oder  Faktoren,  folern  dies  Einheiten  oder  Grösen  der  Aus¬ 
dehnungslehre  find.  So  ist  nach  818  eres^eser.  wenn  r^s  ist:  aber  da 
[eres]  -j-  [es  er ]  —  0  ist.  fo  besteht  der  Unterschied  diefer  Flache  nur  im  Vorzeichen; 
es  ist  [eres]  —  — [es er].  Es  ändert  ficli  alle*  bei  der  Vertauschung  der  Fache  oder 
Faktoren  nur  das  \  orzeiclien  oder  die  1  orzalil.  Die  nächste  Aufgabe  wird  es 
demnach  fein,  festzustellen,  welches  Vorzeichen  .  das  Flach  erhält,  wenn  die 
Ordnung  der  Fache  beliebig  geändert  wird. 

Satz.  Für  die  Flachung  gelten  namentlich  auch  die  Sätze  85. 

70  bis  76. 

Beweis.  Da  diefe  Sätze  für  alle  Arten  der  Webung  oder  Mul¬ 
tiplikation  gelten,  fo  gelten  fie  auch  für  die  Flachung. 


Satz.  .  [Abc]  -f  [Ach]  =  0,  wo  b  und  c  Grösen  erster  86. 

Klasse  find. 

Man  kann  in  jedem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  die  beiden 
letzten  vertauschen,  wenn  man  zugleich  das  Vorzeichen  entgegen¬ 
gefetzt  nimmt. 

Beweis,  a.  Es  feien  b  und  c  Einheiten.  Die  Gröse  A  lässt 
lieh  als  Zeug  von  Grösen  erster  Klasse  auf  die  Form  bringen  - 
A  —  SarEr.  wo  Fd,,  ein  Zeug  von  Einheiten  ist.  Führt  man  diefen  Aus¬ 
druck  ein,  fo  ist 

[Abc]  4-  [  Acb]  =  i  SctaEabc  ]  _j_  SaaEacb  I—  S<xa[Eabc]  -f  Saft[Eacb] 

|^l, n  I  '  l.n  j  l.n  l,n 

(nach  73) 


—  b cta( [Eabe]  -|-  [Eacb]) 

i,n 

- 

(nach  4) 

—  S«a  •  0  —  0  (nach  83 ) 

l.n 
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b.  Es  feien  b  und  c  Grösen  erster  Klasse  und  lei  b  =  SßTer  und 

l.n 

c  —  Syrer.  fo  ist 

l,n 


[Abc]  +  [Acb]  = 


=  S/Say^Aeaefc]  +  S/Say6[Aese0]  (nach  71) 

l.n  l,n 

=  SßaM[Aeaee]  -f-  [Ae&eJ')  (nach  H) 

l,n 

—  Sßa/6 0  —  0  (nach  86. a) 

l.n 

\  iel  einfacher  ist  der  Beweis  für  ein  Gebiet  dritter  Stufe,  wie  es  der  äusere 
Raum  ist.  Ich  lasse  daher  diefen  Beweis  noch  in  der  Anmerkung  folgen,  da  er 
die  Sache  klarer  macht. 


Beweis  für  ein  Gebiet  dritter  Stufe, 
b  =  Sßeee.  y  —  S/cec,  fo  ist  nach  75 

1,3  1,3 


Es  lei  a  =  Sftaea7 

1,3 


[abc]  -f-  [acb]  =  S(aa^6yc)[eaetec]  +  S(aa/cßb)  [eaeceb] 

==  S(aaßbyc)  ( [efte6ec]  -j~  [eaecet] )  (nach  3,2) 

=  S(C[aßb/c)0  =  0  (nach  83) 

Satz.  .  [AbcD]  -f  [AcbD]  =  0,  wo  b  und  c  Grösen 

erster  Klasse. 

Man  kann  in  jedem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  beliebige 
zwei  auf  einander  folgende  Grösen  vertauschen,  wenn  man  zugleich 
das  Vorzeichen  entgegengefetzt  nimmt. 

Beweis.  Es  ist  [AbcD]  -j-  [AcbD]  —  ([Abc]  -f-  [Aeb])D 

(nach  3,2) 
—  0 .  D  =  0  (nach  86) 

Satz.  [Pa,b]  4-  [Pb,a]  =  0  oder  [Pa,b]  —  —  [Pb,a] 

In  jedem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  kann  man  beliebige 
zwei  Grösen  vertauschen,  wenn  man  zugleich  das  Vorzeichen  ent¬ 
gegengesetzt  nimmt. 


Beweis.  Wenn  zwischen  a  und  b  noch  n Grösen  erster  Klasse 
stehen:  fo  vertausche  man  a  mit  der  nächstfolgenden  und  fo  fort  mit 
den  n  4-  1  nächstfolgenden,  fo  hat  es  die  Stelle  des  b,-  demnächst 
vertausche  man  b  mit  der  nächstvorhergehenden  und  demnächst  mit 
den  n  vorhergehenden,  fo  hat  es  die  Stelle,  welche  zuerst  a  hatte. 
Im  Ganzen  find  hierbei  zwei  auf  einander  folgende  Grösen  2n  -f  1 
mal  vertauscht  und  ist  dadurch  das  Vorzeichen  2  -j-  1  mal  entgegen¬ 
gefetzt  geworden  und  zuletzt  entgegengefetzt  geblieben,  d.  h.  es  ist 
[Pa,b]  -  —  [Pb,a.] 


Die  Gefetze  der  Flachun°:slehre. 


o  -<w 

d  / 
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Wir  kommen  nun  211  der  Betrachtung  der  Flache  von  Grösen  höherer 
Klasse  oder  zu  den  Flachen  der  t lache. 

Satz.  [ABrCs]  =  (— l)»[ACfiBJ,  89. 

wo  Br  ein  Zeug  (Produkt^  von  r,  Cs  ein  Zeug  von  s  Fachen  oder 
Faktoren  erster  Klasse  ist  oder 

Wenn  man  in  einem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  eine  Reihe 
von  r  Grösen  mit  einer  unmittelbar  darauf  folgenden  Reihe  von 
s  Grösen  vertauscht,  ohne  im  Uebrigen  die  Folge  der  Grösen  zu 
ändern,  fo  ist  das  hervorgehende  Flach  gleich  dem  ursprünglichen 

mal  ( — l)rs. 

Beweis.  Es  fei  Cs  =  c2  •  -es;  rückt  man  nun  cx  vor  Br,  d.  h. 
vertauscht  man  es  mit  der  nächstvorhergehenden  und  fo  fort  mit  den 
r  vorhergehenden  Grösen.  fo  ändert  lieh  das  Zeichen  r  mal  und 
es  wird 

[ABrCs]  =  [ABrc1C2  •  -  Cs]  =  ( — l)r[Ac1Brc2  •  -cs] 

=  (■ — l)2r[AcJc2Brc3  •  •  cs]  u.  s.  w. 

=  C— l)sr[AclC2.  •csBr]=(— ■ l)«[ACsBr] 

Satz.  [AqBrCs]  ==  (— l)qr  +  *s+rs[CsBrAq]  90. 

Wenn  man  in  einem  Flache  von  Grösen  erster  Klasse  eine  Reihe 
von  q  Grösen,  welche  durch  eine  Reihe  von  r  Grösen  von  einer  Reihe 
von  s  Grösen  getrennt  find,  mit  letzteren  vertauscht,  fo  ist  das  hervor¬ 
gehende  Flach  gleich  dem  ursprünglichen  mal  ( — l)v  +  <is  f  rs 

Beweis.  Es  ist  [AqBrCß]  =  ( — j)(q  -r)s[CsAqBr]  (nach  89) 

==(_l)(q^r)s(_.13qr£CsBrAq]  (naCh  89) 

=  (— l)qr  +  qs  +  rS[CsBrÄq]. 

Satz.  {P]  =  (— l)r[Q],  91. 

wo  JP]  und  [Q]  diefelben  Fache  oder  Faktoren  erster  Klasse  enthalten 
und  r  die  Anzahl  der  Grösenpare  bezeichnet,  welche  in  P  und  Q, 
entgegengefetzt  geordnet  find  oder 

Zwei  Flache  von  Grösen  erster  Klasse,  welche  diefelben  Grösen 
enthalten,  find  einander  gleich,  wenn  eine  gerade,  einander  entgegen¬ 
gefetzt,  wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  Grösenparen  in  beiden 
Flachen  entgegengefetzt  geordnet  find. 

Beweis.  S  eien  in  [Q]  r  Grösenpare  erster  Klasse  entgegengefetzt 
wie  in  [P],  fo  vertausche  man  jedes  diefer  r  Pare.  fo  wird  aus  [Q]  [P], 
zugleich  aber  Ft  bei  jedem  diefer  Tausche  das  Zeichen  nach  Satz  88 
entgegengefetzt  geworden,  d.  h.  es  ist  [P]  =  ( — l)r[Q]. 

Satz.  £Pa,aJ  — 0,  P2 

Wenn  in  einem  Flache  zwei  Fache  oder  Faktoren  gleich  find, 
fo  ist  das  Flach  Kuli. 
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Beweis.  Nach  Satz  88  ist  [Pa,b]  +•  [Pb,a]  =  0,  atfo  wenn 
a  und  b  gleich  lind,  fo  ist 

0  =  [Pa,a]  -p  [Pa^a]  =r:  2£Pa,a],  d.  ll.  [P a.a]  =  0. 

Satz.  Ein  Flach  von  Grösen  erster  Klasse  [aia2--auJ  ist  Null 
wenn  zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit  herrscht.  ;  -  " 


Un&n*  Io  ist 


Beweis.  Es  fei  a)_  =  a2a2  a3a3  -}- 
[a1a2  •  •  an]  ==  [(<x2ä2  “f-  a3a3  t  *  *  “f*  Unan)a2a3  •  *an] 

-  ö2[a2a2a3  •  •  an]  ~j —  ß3[a3a2a3  •  •  an]  \  •  ~}~  ßn[ana2a3  •  •  ein] 

(nach  4  und  73) 

ct2  •  0  -f~  ot3  •  0  -p  •  •  -f-  c<n  ■  0  0  ( nach  92) 


Wir  kommen  nun  zu  den  Sätzen  über  die  Flachuug  von  Vielfachenfummen. 
Die  Flache  der  Vielfachenfummen  von  Einheiten  erster  Klasse  entwickeln  lieh 
nach  dem  Satze  75. 

Satz.  [(SaaUa)  •  ißmßbhb)  •  (S/cCc)  •  *  (ßfimm)]=S(aaßbyc  •  ■  jßmj[aab&Cc  •  ' mm] 

v  ff)  .  H 

wo  aa,  b6,  Cc- -mm  beliebige  Grösen  erster  Klasse,  aaßb  ••  beliebige 
Zahlen  oder 

Das  Flach  mehrer  Vielfachenfummen  aus  beliebigen  Grösen  erhält 
man,  indem  man  jede  Gröse  der  ersten  Vielfachenfumme  mit  jeder 
der  zweiten,  das  Zeug  derfelben  mit  jeder  der  dritten  u.  s.  w-  zu 
einem  Teilzeuge  flacht  (multiplizirt),  jedes  diefer  Teilzeuge  mit  dem 
Zeuge  der  zu  den  betreffenden  Grösen  gehörigen  Vorzahlen  verviel¬ 
facht,  und  dann  fämmtliche  Zeuge,  welche  lieh  auf  diefe  Weife  bilden 
lassen,  zufügt  oder  addirt. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Satz  75. 


Satz.  (Sctaaa)  •  (S/foaö)  •  •  •  (S^mam)  —  S(«apb/c  •  •  •  /im)[aaabac  •  •  am] 
wo  aaabac* -am  beliebige  Grösen  erster  Klasse  im  Gebiete  nter  Stufe 
und  a«,  /fo,  yc,  •  •  •  fim  beliebige  Zahlen  find. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Satz  94. 


Da  lieh  nach  Satz  91  für  die  Flache  beim  Vertauschen  der  Fache  oder 
Faktoren  nur  das  Vorzeichen  ändert,  fo  kann  man  bei  allen  den  Zeugen,  welche 
diefelben  m  Grösen  aaa^  •  •  *am  enthalten,  die  Fache  unter  Berückfichtigiuig  des 
Vorzeichens  fo  umordnen.  dass  die  Zeiger  der  Grösen  steigend'  ge  ordnet  'find,  und 
kann  dann  alle  diefe  Zeuge  in  ein  Glied  zufammenfassen,  indem  man  die  Summe 
der  Vorzahlen  diefer  fämmtlichen  Zeuge,  jede  mit  ihrem  Vorzeichen' in  eine  Vor¬ 
zahl  vereinigt  und  diefe  mit  dem  Flache  vervielfacht. 

Die  Vorzahl  ist  dann  die  Summe  der  Tausche  oder  Permutationen  aus  den 
m  Fachen  aaß^c  •  •fim.  fofern  man  jeder  Tausche  das  entsprechende  ^  orze.icheu  giebt. 


Man  erhält  diefe  Tausche,  -  wenn  man  jede  der  in  Zahlen  ota  /..  B.  uc  mit 
jeder  der  andern  Zahlen  ß,  y  •  •  -u  webt,  fofern  alle  (lieft1  Zahlen  andere  Zeiger 
als  aa,  hier  alfo  als  nc  haben,  Es  wird  alfo  «c  mit  den  fämmtlichen  Tauschen 
aus  den  in  1  Fachen  Ab'c  *  *  Vbic  AV,)  Ö, C •••  nt  ungleich  c  ist,  gewebt.  Die  Anzahl 
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der  Glieder  in  diefer  Summe  ist  alfo  gleich  der  Anzahl  der  Tausche  aus  mGrösen 

f  :  t  .T  N 

d.  h.  1  -2-3  *  •  *m  —  m!  Gleiche  Zeiger  können  unter  den  m  Zahlen  «aj%  •  -/unt 

~  t 

nicht  Vorkommen,  da  dann,  das  Flach  [aabj,  •  •  •  aJM ]  nach  92  Aull  wäre. 

Das  Vorzeichen  jedes ‘Gliedes  ist  ( — l)r  wo  r  die  Zahl  der  niederen  Zeiger 
angiebt.  vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist.  So  ist  in  das  r  =  3. 

in  '^forA:  das  r  —  4.  in  ct$f/A  das  r  — 5  u.  s.  w. 

Wir  nennen  die  Summe  aus  dielen  Tauschen  mit  ihren  Vorzeichen  die 
Flachtausche. 

Es  ist  alfo  SCczaAtO  [aia2j  ~  Caißi—' 

Es  ist  SCa^{,r'c)[a1a2a3]  —  +  «a&Zirl- «3,^2— «3/^'iD [aia2a3] 

Es  ist  6(r/ad6ycdb ) [aj a^a^a^]  =  . 

(«i;?2r3di  —  ctnhYztii  —  ’fißzvA  -r  «Ä'iA.rr  A  —  “ArA 

—  «uhvA  +  «2dl rA  +  auhvA  —  <*Ä?A  ~7  +■<**&  A 

+  «ißil'A  —  <hßtfA  —  f'i,hvA  -f  ‘■2.V  ..  h  —  WF'bn-  -j'fi 

—  «4,hr2() 3  -j-  «4)Gric>3  +  cr-ißr/A  —  vtß&A  —  ^AyA  -p'«ifo<2f,'j')[aia2a3a4] 

Man  entwickelt  die  h  lach  tausche  am  bequemsten  schritt  weife  erst  für  2, 
dann  für  3.  für  4  u.  s.  w.  Fache  und  zwar  fo.  dass  man  jedesmal  das  neu  hinzu¬ 
tretende  Fach  zuerst  die  letzte  Stelle,  dann  die  vorletzte,  drittletzte  bis  zur  ersten 
Stelle  hin  entnehmen  lässt.  Bei  2  Fachen  erhält  man  dann  i  -'2,  bei  3  Fachen 
1.2*3,  bei  4 Fachen  1-2 -3 -4  Glieder,  kurz  bei  n Fachen  n!  =  1-2 -3-  •  -n Glieder, 
kurz  man  erhält  die  fännntlichen  Tausche,  wie  diele  in  der  Kombinationslehre 
entwickelt  find.  Die  Zeichen  folgen  dann  leicht.  Bei  5  Fachen  würde  Beispiels¬ 
weife  die  5  jede  der  5  Stellen  entnehmen  können  und  würden  auf  jeder  Stelle 
die  4  anderen  Fache  die  24  Glieder  entwickeln,  welche  wir  bei  n  ==  4  kennen 
gelernt  haben. 

Erklärung.  Die  Elachtausche  oder  Determinante  aus  96. 

m  Reihen  von  je  m  Zahlen  a^ß^yc  -  •  •  tum  heist  der  Gliederausdruck, 
welchen  man  aus  dem  Zeuge  aaßb---<i m,  in  welchem  die  Zeiger 
steigend  geordnet  find,  dadurch  erhält,  dass  man  in  ihm  die  Zeiger 
nach  und  nach  auf  alle  möglichen  Weifen  verfetzt,  während  man  die 
Reihenfolge  aßy  •••[i  unverändert  lässt  und  dann  jedes  diefer  Flache 
mit  ( — l)r  vervielfacht,  wo  r  die  Zahl  der  niederen  Zeiger  angiebt» 
vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

Das  Zeichen  der  Flachtausche  oder  Determinante  aus  m  Reihen 
zir  n  Zahlen  ist  dm(aaßi>Yc  •  •  •  .ttm)  kurz 
Als  Beispiel  gebe  ich  noch 


j(d4r6*s)  —  c)4:,^s  —  d\:8&t  —  <f6^4#8  +.<^£4  -f-  ts;4,2g  —  cfsc6,9-4. 

Der  Kante,  die  Determinante,  d.  h.  wörtlich  die  Bestimmende,  die  Be¬ 
grenzende  bezeichnet  eigentlich  gar  nicht  die  Sache:  denn  ebenfo  gut  wie  diefer 
Ausdruck  ist  jede  Vorzahl  eine  determinans.  Das  Eigentümliche  diefer  Zahl 
dagegen  ist,  dass  iie  die  Summe  ist  aus  den  Tauschen,  fofern  man  jedem  Gliede 
das  bei  der  Flacliung  entstehende  Vorzeichen  giebt.  der  Kante  die  Flach¬ 
tausch  e  bezeichnet  uiefen  Begiitf  genau.  Ich  habe  daher  diefe  Zahl  zum 
Unterschiede  von  den  andern  Vorzahlen  die  Flachtausche  genannt,  fetze  aber 
stets  den  lateinischen  Kamen  daneben. 


97—99. 


Ausdehnungslehre. 
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Satz.  •  =  S( — lyetaßbyc- ■  ‘ [im,  wo  r  die  Zahl  der  niedern 

l.n 

Zeiger  angiebt,  vor  welche  ein  höherer  Zeiger  getreten  ist. 

Die  wohlgeordneten  Flache  mter  Klasse  [aaa&ac  •  aus  dem  Gebiete  * 
liier  Stute  a1a2***an  bilden  die  Ausgeschiede  oder  Komplexionen  ohne  Wieder¬ 
holung  aus  nEinfachen  oder  Elementen  zur  inten  Klasse,  jedes  Ausgeschiede  als 
ein  Flach  betrachtet.  Ich  nenne  diefe  Flache  die  Geschiedsilachc. 

Erklärung.  Die  Geschi edsfla che  ans  n  Grösen  zur  mten 
Klasse  heisen  die  Flache  mit  m Fachen  aus  diefen  Grösen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  diefe  Grösen  nach  steigendem  Zeiger  in  eine 
Reihe  ordnet,  und  dann  jede  diefer  Grösen  mit  jeder  folgenden  flacht, 
dann  weiter  jedes  Flach  aus  a  Grösen  mit  jeder  auf  die  letzte  Gröse 
diefes  Flaches  folgenden  Gröse  flacht  und  fo  fortfährt,  bis  in  jedem 
Flache  m  der  Grösen  als  Fache  oder  Faktoren  enthalten  find. 

Das  Zeichen  der  Gesch iedsflache  aus  nGrösen  zur  mten 

Klasse  ist  [a,,a2,*  •  •  'an]m. 

Einige  Beispiele  werden  eine  Anschauung  der  Geschiedsflache  geben.  Es  ist 


[aj,a2, 


•ae]1  =  a4 

•a6]2  = 


aia2 


lana2-  •  •  *a6]° 


a3 

a4 

% 

aö 

aply 

apii 

cl  |  äj 

aiaü 

cto3>3 

a2a6 

a3a4 

a3a5 

a3aJ 

a4a5 

P 

i— ' 

c. 

a5a6 

ala2a3 

a  j  a2a4 

ala2aj 

aia2ao 

a1a3a4 

alaSa5 

ala3a6 

ala4a5 

ala4ao 

ala5ao 

a2a3a4 

a2a3a5 

a2a3au 

a2a4a5 

a2a4a6 

a2a5at> 

a3a4a5 

a’3a4a(J 

a3a5a(J 

(i(j 

ilehre 

kennt,  fleht 

auf  den  ersten 

Blick, 

diefe  Geschiedsflache  nichts  anderes  find,  als  die  Ausgeschiede  (Komplexionen 
ohne  Wiederholung),  fofern  inan  jedes  Geschiede  als  ein  Flach  auflasst. 

Die  Anzahl  diefer  Geschiedsflache  ist  demnach 


n 


n(n  —  1)  •  •  •  (n  —  m  -|-  1)  n ! 


wo  in!  =  1*2*3 


>m. 


1  *2  •  •  •  m  m !  ( n —  m) ! 

Satz.  Die  Geschiedsflache  aus  nGrösen  zur  mten  Klasse  find 
die  Ausgeschiede  (Komplexionen  ohne  Wiederholung)  aus  diefen 
n  Grösen  zur  m  ten  Klasse,  wenn  man  jedes  Geschiede  als  ein  Flach 
betrachtet. 

Beweis. 


Unmittelbar  aus  Salz  98  und  den  Vorbemerkungen. 
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100— : 103. 


Satz.  (  Sc^aa)  *  (  •  *  •  (Sunta-m)  —  S^fni  •  [aa3<b  •  •  ’äm]  wo  0  •<  > 

J <;  [y .  -  c  •  ■  •  <Dn.  Jedes  Flach  von  m  Grösen  erster  Klasse,  welche 
zu  n  gegenfeitig  freien  Grösen  at  •  ■  •  -  an  hörig  find,  ist  die  Viel* 
fachenfumme  der  Geschiedsflache  diefer  freien  Grösen  zur  m  ten 
Klasse,  in  welcher  die  Vorzahl  jedes  Geschiedsflaches  die  Flach¬ 
tausche  oder  Determinante  aus  denjenigen  m Vorzahlen  ist,  welche 
zu  den  m  hörigen  Grösen  des  Geschiedsflaches  gehören, 

Beweis.  Unmittelbar  nach  95  in  Verbindung  mit  97  und  99. 

Satz.  Das  Flach  von  n  Grösen  erster  Klasse,  welche  zu  n  gegen-  101 
feitig  freien  Grösen  a,  •  •  an  hörig  find,  erhält  man,  indem  man  aus 
den  n  Reihen  der  je  n Vorzahlen  die  Flachtausche  oder  Determinante 
bildet  und  diefe  mit  dem  Flache  [a1a2--an]  vielfacht,  oder 

Alle  Flache  nter  Klasse,  welche  demfelben  Gebiete  nter  Stufe 
angehören,  lassen  lieh  als  Zeuge  einer  Zahl  mit  dem  Flache  der 
n  ursprünglichen  Einheiten  darstellen. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  100. 

Satz.  Wenn  ein  Flach  von  Grösen  erster  Klasse  Null  ist,  fo  ]02 
herrscht  zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit. 

Beweis.  Es  fei  [a^o  •  -am]  =  0  das  gegebene  Flach,  dessen 
Grösen  at  •  •  am  zu  den  n  Einheiten  e,  •  •  en  hörig  leien.  Angenommen 
nun,  zwischen  den  Grösen  a^  •  •  am  herrschte  keine  Hörigkeit,  fo  könnte 
man  nach  Satz  23  zu  den  m  Grösen  ax  •  •  am  noch  n — m  Grösen 


am  T  i  • -an  hinzufügen  der  Art.  dass  die  Einheiten  ■  •  en  Vielfachen- 
fummen  der  Grösen  ax  •  -an  wären.  Führt  man  diese  Yielfachenfummen 
in  das  Flach  [ex e.,  •  •  en ]  ein  und  führt  die  Rechnung  nach  Satz  97 
aus,  J'o  erhält  man  eine  Gleichung  der  Form 

[ejCv-  -  en]  =  «[ajUj-  -  an],  wo  a  eine  Zahl  ist, 


—  a[(axa_,  •  •am)(am  _r  x  •  ■  an ) J  (nach  4) 

—  ö[0(am  +  x  •  -an)]  =  0  (nach  Vorausfetzung) 

Dies  aber  widerstreitet  dem  Satze  84:  aUo  ist  die  Annahme 

unmöglich,  d.  h.  zwischen  den  Grösen  herrscht  eine  Hörigkeit. 

Satz,  Sämmtliche  Sätze  der  Flachung  bleiben  bestehen,  wenn  103 
man  statt  der  ursprünglichen  n  Einheiten  erster  Klasse  beliebige 
n  gegenfeitig  freie  zu  den  Einheiten  hörige  Grösen  erster  Klasse 
einführt. 


Beweis.  Stall  der  ursprünglichen  n Einheiten  kann  man  nach 
Satz  ‘^4  beliebige  n  gegenfeitig  freie  zu  den  Einheiten  hörige-  Grösen 
als  Einheiten  einführen  und  lind  ■  alle  Grösen,  welche  zu  den  ersten 
hörig  find,  auch  zu  den  le'.ztcu  hörig.  Für  die.  neu  eingeführten 


42 


104—106. 


Ausdehnungslehre. 


Grösen  gilt  ferner  wie  für  die  ursprünglichen  Einheiten  das  Ge  fetz 
81,  dass  1)  jedes  Zeug,  welches  nur  verschiedene  Einheiten  enthält, 
ungleich  Null  ist,  (denn  wäre  es  gleich  Null,  fo  müsste  nach  Satz  102 
zwischen  den  Grösen  eine  Hörigkeit  herrschen)  und  dass  2)  [Abc]  -{-  [Ach] 
—  0  ist,  nach  Satz  86.  Es  gilt  alfo  die  Erklärung  der  Flachung, 
mithin  gelten  auch  alle  Gefetze  der  Flachung. 


104.  Satz.  Wenn  Zt  =  Sbooxa  und  xa  —  &aßcyc  auch  Zö  =  Sbycyc  ist, 

l,u  l,n  l.n 

fo  ist  byc  —  lßi  -f  ba,2ßc  -}-•••+  bannßc 

Beweis.  Es  ist  =  ^Xj.  -f  *«2*2  +  *  *  *  4-  banxn 

Xa  =■  aß\)  \  4~  aß> J-2  4"  *  *  *  4"  aßnjn 

fetzt  man  dies  in  erste  Gleichung  für  Z &  ein,  fo  ergiebt  fich 

Zs  =  ibCL\lßi  4-  ha.,Ißl  -{-•••  4~  )y1 

4"  (tai'ßi  4-  '“4  •  •  •  b  ttn11  ß  2 

4"  '  '  ‘  ■  .  •  •  *  r - 

4*  {btti1ßn  4-  b&2  2ßu  -{-•••  -4-  bttnnßn)}7n 

es  ist  aber  auch 

Z&  =  b/iyi  4"  *■'/ 2 y 2  4“  *  •  *  4-  b/nyu 
mithin  ist  byc  =  ba^ß c  4-  b«22^c  4-  •  •  •  -\-hannßc 

Der  Satz  lehrt  das  Flach  umzuformeu,  wenn  statt  der  ursprünglichen 
11  Einheiten  beliebige  n  gegenfeitig  freie  zu  den  Einheiten  hörige  Grösen  als  neue 
Einheiten  eingeführt  lind. 

105.  Satz.  Wenn  [ZtZ2  •  •  -Zn]  =  äa  •  [xjX.>  •  •  -xn], 

[XjXä  •  •  .Xn]  =  A  ^ [y ! y-2  •  •  -yn]  und 

[ZtZ2-  •  -zn]  =  z*y[yiy2-  •  -  yn]  ist, 

fo  ist  da  -Jß  =4y- 
Beweis.  Es  ist 


n  n 


[ZiZ,  •  •  -Ztt]  =  Ja-[xtXi  ■  ■  ■ Xn ]  —  JaJJy,y->  ■  ■  y»] 

=  Jy[yi)'2  ■  •  'Ja]  alfO  j“  Jß  =  zf” 


Man  nennt  den  Satz  das  Multiplikationstheorem  für  Determinanten.  Man 

n  11  n 

nennt  J  die  Original-Determinante,  J  die  transformirte  Determinante.  J 0  die 

CC  Y  r 

Substitutions-Determinante  oder  den  Modulus  der  Transformation. 


100  Satz.  Die  Geschiedsflache  (multiplikativen  Kombinationen)  gegen¬ 
teilig  freier  Grösen  find  auch  gegenfeitig  frei  oder 

Die  Gleichung  c?A  4“  ß ®  4~  *  *  — :  0»  wo  «,  ß  •  •  Zahlen,  A,  B  • 
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Die  Gefetze  der  Ffaohungslehre. 


Geschiedsflache  gegenfeltig  freier  Grösen  a,-  -an  find,  wird  erfetzt 
durch  die  Gleichungsgruppe 

a  ==  Q«  ß  —  0,  • 

Beweis.  Die  Gleichung  «A  —  fjB  —  0  flache  man  mit 

denjenigen  der  Grösen  a,  •  •  -  an.,  welche  in  A  fehlen,  und  fei  A1  das 
Flach  diefer  Grösen,  io  dass  das  Flach  [A At]  =  [a:a2  •  •  an],  dann 
erhält  man  a[AAJ  jS{BAj]  -}■•-••  =  0. 

Hier  Und  A.  B.  C  verschiedene  Geschiedsflache:  es  müssen  alle 
B.  C- •  jede  mindestens  eine  der  Grösen  enthalten,  welche  in  A  fehlt 
und  welche  alfo  in  At  Vorkommen.  Jedes  der  Flache  [BAJ.  [GA,] 
enthält  alfo  diefelbe  Gröse  zweimal  als  Faktor  und  ist  alfo  nach 
Satz  92  Null. 

Die  obige  Gleichung  wird  alfo  0  —  a[AAj]  =  «[a^u  •  ■  -  an].  Hier 
ist  [‘d^äv  •  -an]  7  0  nach  Satz  102.  alfo  ist  a  =  0  nach  Zahlenlehre  175. 
Aus  demfelben  Grunde  lind  ß.  y-  •  Null.  d.  h.  zwischen  den  Geschieds- 
flachen  herrscht  keine  Hörigkeit. 

Satz.  Zwei  Flache  von  Grösen  erster  Stufe,  welche  ungleich  D 
Null  find,  find  dann  und  nur  dann  deckend,  wenn  die  aus  ihren 
Grösen  erster  Stufe  ableitbaren  Gebiete  deckend  find,  oder 

[ata2  •  *am] :  [bLb_ . •  *bm]  dann  und  nur  dann,  wenn  stets 

'^lal  j~  Xod)  -j—  •  •  -j- Pf m am  — — 1  ~T~  '  ’  H  /mbin 

gefetzt  werden  kann,  welche  Werte  auch  entweder  xL-x m  oder 
haben  mögen. 

Beweis,  a.  Angenommen,  es  fei  das  Gebiet  a,  •  -am  deckend 
mit  dem  Gebiete  bj-'bm.  Dann  können  nach  Satz  24  die  Grösen 
aj  ■  *am  als  Vielfachenliimmen  der  Grösen  b1  •  •  bm  dargestellt  werden 
und  ist  dann  nach  Satz  101 


[aAao  •  -am]  —  -lim],  wo  et  eine  Zahl  ist. 

Die  beiden  Flache  lind  dann  alfo  nach  »Satz  9  deckend,  d.  h. 

j 

[&i  •  •  am]  E=  [bj  •  •  •  bmj. 


b.  Angenommen,  es  feien  die  beiden  Flache  deckend,  d.  h. 
[ai  *  •  ' am]  =  [bi  •  ■  -  bm],  dann  ist  [a-  •  •  *am]  =  et[bj  •  •  -  bm].  Flacht 
man  nun  beide  Seiten  mit  der  Gröse  b , .  fo  erhält  man 

[a,a2  •  -ambi]  =  a[bib_>  •  -bmb]]  =  0  (nach  Satz  92) 


Alfo  herrscht  zwischen  den  Grösen  ä1a2--ambi  nach  Satz  1Q2 
eine  Hörigkeit  und  da  die  Grösen  a,  ••  äm  nach  Satz  93  nenenfeitia 
trei  lind,  da  [aA  •  •  ■•am]  ^  0.'-  fo  ist  T)r  zu  den  Grösen  at  •  •  -  am  hörig 
mler  eine  Yielfachenfumme  der  letztem.  Aus  gleichem  Grunde  find 
aber  auch  b2  •  •  bm  zu  a£  •  •  ■  am  hörig.  Da.  aber  [bt  •  -  bm]  ^  0.  fo  find 


108—110. 


Ausdehnungslehre. 
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nach  Satz  830  die  Grösen  b,  •  •  bm  gegenfeitig  frei.  Wir  haben  alfo 
m  gegenfeitig  freie  Grösen,  welche  zu  rn  andern  Grösen  a2  •  •  am  hörig 
lind  und  ist  alfo  das  Gebiet  der  erstem  Grösen  nach  Satz  23  dem 


der  letztem  deckend. 


Da  zwei  gleiche  Grösen  immer  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen. 


fo  folgt  aus  dem  Satze  unmittelbar.,  dass  zwei  gleiche  Flache  immer  ein  und 
dasfelbe  Gebiet  haben,  dem  feine  einfachen  Fache  oder  Faktoren  angehören, 
und  dass  daher  unser  diefem  Gebiete  nur  noch  der  durch  eine  Zahl  darstellbare 
messbare  Wert  gegeben  zu  fein  braucht,  damit  der  ganze  Wert  des  Flaches  genau 
bestimmt  fei.  Ist  nämlich  dann  in  dem  Gebiete  irgend  ein  Flach  gegeben,  aus 
dessen  einfachen  Fachen  dasfelbe  ableitbar  ist,  fo  wird  jedes  andere  Flach,  aus 
dessen  einfachen  Fachen  dasfelbe  Gebiet  ableitbar  ist,  durch  eine  einfache  Zahl 
bestimmt  fein,  welche  das  Verhältniss  diefes  Flaches  zu  jenem  bestimmt. 


108.  Erklärung.  Einfach  heist  eine  Gröse  mter  Klasse,  wenn 
fie  fich  als  ein  Flach  von  m  Grösen  erster  Klasse  darstellen  lässt. 

Das  Gebiet  diefer  Gröse  heist  das  aus  ihren  m Einheiten 
erster  Klasse  ableitbare  Gebiet. 

IJ  ebergeordnet,  untergeordnet,  schneidend,  getrennt 
heist  eine  einfache  Gröse  einer  andern  gegenüber,  wenn  ihre  Gebiete 
fo  heisen. 

Zu fammenge fetzt  heist  eine  Gröse  mter  Klasse,  wenn  fie 
fich  nicht  als  ein  Flach  von  m  Grösen  erster  Klasse  darstellen  lässt. 

Als  Beispiel  einer  zufammengefetzten  Gröse  kann  man  die  Summe  [ab]  -j-  [cd] 
anführen,  wenn  a,  b,  c,  d  vier  gegenfeitig  freie  Grösen  lind.  Sollte  nämlich 
[ab]  -f-  [cd]  eine  einfache  Gröse,  etwa  =  [fg]  fein,  fo  müsste  [(ab  cd)  (ab  cd)] 
—  [fg%]  =  0  fein  (nach  92) :  aber  [(ab  -j-  cd)  (ab  -J-  cd)]  —  [abcd]  -j-  [cdab], 
da  [ab  ab]  und  [cd  cd]  Null  lind.  Aber  (nach  91)  ist  [abcd]  —  [cdab.]  Alfo 
[(ab  -j-  cd)  (ab  -j-  cd)]  =  2[abcd].  Somit  müsste,  wenn  [ab]  -j-  [cd]  eine  einfache 
Gröse  wäre,  [abcd]  =  0  fein,  alfo  (nach  102)  zwischen  a,  b,  c,  d  eine  Hörigkeit 
herrschen,  was  wider  die  Voran sfetzung  ist. 

109.  Satz.  Ein  Flach  ans  m  gegenfeitig  freien  Grösen  erster  Klasse 
ist  eine  einfache  Gröse  m  ter  Klasse  und  ist  als  Vielfachenfumme 
von  Einheiten  mter  Klasse  darstellbar. 


7.  Die  liniere  Aenderuns;  der  Grösen  erster  Klasse. 

o  o 

Wir  kommen  nun  zu  den  Aenderungen  der  Grösen  erster  Klasse,  welche 
erfolgen  können,  ohne  den  Wert  der  Flache  aus  (liefen  Grösen  zu  ändern. 

HO.  Erklärung.  Eine  einfache  linige  Aenderung  heist  die 
Aendernng  einer  Gröse  erster  Klasse,  wenn  in  einer  Grösenreihe  statt 
einer  Gröse  die  Summe  diefer  Gröse  und  eines  Vielfachen  ihrer 
Nachbargröse  gefetzt  wird,  während  die  andern  Grösen  unverändert 
bleiben  oder 


Die  linige  Acnderaug  der  Brösen  erster  Klasse. 
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wenn  in  der  Reihe  •  •  -p,q  -  •  •  statt  p,q  nun  p,q  4-  ctp  oder  p  4-  aq,q 
gefetzt  wird,  wo  a  eine  beliebige  Zahl  ist. 

Eine  mehrfache  linige  Aenderung  heist  eine  Aenderung, 
wenn  in  der  Grösenreihe  wiederholt  eine  einfache  linige  Aenderung 
vorgenommen  wird. 

Satz.  [Pa,(b  -j-  aa)]  =  [Pa,b]  m 

Ein  Flach  von  Grösen  erster  Klasse  ändert  feinen  Wert  nicht, 
wenn  man  zu  einer  Gröse  desfelben  ein  beliebiges  Vielfaches  einer 
andern  Gröse  desfelben  zufügt  oder  addirt  oder 

Das  Flach  einer  Grösenreihe  wird  durch  linige  Aenderung  in 
feinem  Werte  nicht  geändert. 

Beweis.  Es  ist  [Pa,(b  -4  «a)]  =  [Pa.b]  -(-  a[Pa,a]  (nach  76) 

=  [Pa.b]  (nach  92 ) 

Satz.  Man  kann  in  einer  Grösenreihe  statt  einer  Gröse  die  Summe  PI 2 
diefer  Gröse  und  eines  Vielfachen  einer  beliebigen  andern  Gröse 
jener  Reihe  fetzen  und  zwar  wird  diefe  Umwandlung  durch  linige 
Aenderung  bewirkt. 

Beweis.  Es  lei  die  Reihe  pl9p2.  •  •  -pn. q.  ich  will  beweisen,  dass 
man  durch  mehrfache  linige  Aenderung  statt  die  Summe  p1  —  aq 
fetzen  kann.  Man  nehme  die  folgenden  Umwandlungen  vor 

P1-P2* *  *  'Pn— i?Pn,q 
Pi,p2,*  •  -Pn-i,Pn  +  aq,q 

Pi*P2:  ‘  ’  *  pn — 1  4"  Pn  4"  «9,pn  4~  «9  - «9:9 

Pi:P2-*  '  *  Pn — 1  4-  Pn  4-  «99^9 
Pl  .p2,  *  *  *  pn — 1  ^  Pn  ßq  —  pn,pn,q 
Pl,p2,.  •  -pn_i  «9.pn,9 

lo  folgt  zuletzt  px  4~  «q,P2,*  •  *pn— i,pn,9 

Satz.  Man  kann  in  einer  Grösenreihe  zwei  beliebige  Grösen  113 
im  umgekehrten  Verhältnisse  durch  linige  Aenderung  ändern  oder 


die  Reihe 


•p  •  •  •  q 


lässt  lieh  durch  linige  Aenderung  in  ap  •  •  • 


q 

a 


umwandeln. 

Beweis.  Wenn  p  und  q  unmittelbar  auf  einander  folgen,  fo 
lasst  lieh  durch  linige  Aenderung  p.q  in  p.q  4~  (« —  l)p,  dies  in 


Pt9 


(« 


l)p,q  (« —  l)p,  d.  h.  in  ap  1  9,  q4(a — i)p. 
dies  in  ap  +  q5  9  4*  («•  —  l)p  —  ^ — (ap  4-  9):  d.  h.  in  ap  4~  q,— 


a 


a 


und  dies  in  ap  4-  q — a*— d.  h.  in  ap.—  um  wandeln.  Zweitens: 

a  a  a 
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A  u  stiel  munffälehrc'. 


4  fi 


Wenn  p  und  q  durch  die  Grösen  p,, })■/••  •  pn  getrennt  find.  Io  kann 
man  für  p,pi,p2,-**q  fetzen  apj  1,p2, •• -q.  dann ap^p,,--, •••  q  und  end- 

CC  *  '  -'c  (X  eil 


lieh  ap,p ,,pj, 


q 

a 


114.  Satz.  Umkehr  von  111.  Wenn  zwei  von  Null  verschiedene 
Flache  einander  gleich  find,  fo  lassen  lieh  die  einfachen  Fache  des 
einen  aus  denen  des  andern  durch  linige  Aenderung  ableiten,  oder  wenn 
[abc-  m]  =  [ABC •  M]  £  0 

fo  lässt  lieh  die  Grösenreihe  a,  b,  c, •  • m  in  A,  B,  C,  •  •  M  durch  linige 
Aenderung  umwandeln. 

Beweis.  Nach  J 0  1  müssen  die  Gebiele  von  a.  b.  c.  •  -  in  und  von 

i  .  /  > 

A,  ß,  Cy  -M  deckend  oder  identisch  fein.  Pis  müssen  allo  die  Grusen 
A,  B,  C,  •  •  M  Vielfachen  funnnen  sein  von  a,  b,  c,  •  -  in.  In  dielen  Viel¬ 
fachen  fu  in  niefi  darf  die  Vorzahl  von  einer  diele r  Größen,  z.  B.  von  a 
nicht  in  allen  Ausdrücken  gleichzeitig  Null  fein,  denn  fönst.  wären  die 
m  Grösen  A,  B,  C,  •  -  Al  aus  m  —  1  Grusen  b.  c,  •  -m  ableitbar,  alfo  würde 
nach  26  eine  Hörigkeit  zwischen  ihnen  herrschen,  alfo  ihr  Flach 
nach  93  Null  fein,  was  ge  een  die  Annahme  ist.  Sei  nun  A  die 
Gröse  in  welcher  die  Yorzahl  vorT  A  ungleich  Null  ist  und  fei 

A  =  cca  -f-  ßh  -f-  ye  -f-  *  *  fh  fim  wo  alfo  a  £  0 

ist,  fo  kann  ich  nach  850  durch  wiederholte  linige  Aenderung  die  Reihe 


ß  Y 

a,  b,  c.  •  -  in  in  die  Reihe  a  4-  b  4-  — c 

a  a 


i  i 

— — 


a 


a 


m,  b,  c,  •  •  m  umwan- 


£ 


V 


dein.  d.  h.  in  die  Reihe-,  b,  c.  •••  in.  Diele  kann  man  aber  nach  113 

a  '  , 

in  d  ie  Reihe  A,  b,  c,  •  •  •  um  um  wandeln. 

5  5  7  -  ■  »•  <  .  ■  * 

8.  Die  Flache  der  Grösen  höherer  Klassen. 

1  15  Satz.  Zwei  einfache  Grösen  höherer  Klassen  flacht  man,  indem 
man  die  Fache  erster  Klasse  der  ersten  fortschreitend  mit  denen  der 
zweiten  flacht,  oder 

[(40 a2  •  •  •  )(b1b2  •••)].=  taia^  •  •  'bib2  *  •  *]■ 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Satz  84. 

Da  für  die  Flacliung  nach  84  Einigung  der  Fache  gilt,  fo  bedart  .es  nicht 
einer  beton  deren  Erklärung  für  das  Flach  der  Grösen  höherer  Klassen. 

116.  Satz.  In  einem  Flache  kann  man  die  Malklammern  beliebig 
fetzen  oder  weglassen  oder 

es  ist  [A(BC>]  =  [ABC]  '] 

Beweis.  Unmittelbar  nach  84. 


Oie  flache  der  Grösen  höherer  Klassen. 
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121. 


Satz.  Wenn  eine  einfache  Gröse  einer  zweiten,  welche  nicht  417, 
Null  ist,  übergeordnet  ist,  fo  lässt  fich  die  erstere  als  Flach  der 
zweiten  Gröse  mit  einer  dritten  einfachen  Gröse  darstellen  oder 
wenn  A  >  B  und  B  ^  0  ist,  fo  ist  A  =  [BCj 

Beweis.  Da  A  dem  B  übergeordnet,  fo  ist  nach  108  auch  das 
Gebiet  von  A  dem  von  B  übergeordnet,  d.  h.  jede  Gröse  des  zweiten 
auch  eine  Gröse  des  ersten  (nach  34  und  32).  Es  lei  B  =  [b, b2  •  •  *bm], 
wo  bxlc  •  •  bm  Grösen  erster  Klasse  feien  und  B  £  0.  dann  dar! 
zwischen  dielen  Grösen  nach  93  keine  Hörigkeit  herrschen.  Sei  nun 
A  =  [a(a2  •  •  -  an],  fo  müssen  die  Grösen  b,b2  •  •  -hm,  da  fie  dem  Gebiete 
von  a1a2-*aQ  angehören,  zu  dielen  hörig  fein,  mithin  kann  man  nach 
Satz  22  zu  den  Grösen  b1b2  •  •  •  bm  noch  (n  —  m)  Grösen  bm  _l_  i  •  •  *bn 
hinzufügen  der  Art,  dass  die  Gebiete  a,a_.  •  •  -  an  und  bjb2  •  •  *bn  deckend 
find.  Dann  aber  lind  auch  die  Flache  derfelben  nach  107  deckend. 

Es  lei  [a^a2  •  •  •  an]  =  ^[bjb-2  •  •  -bn]  =  (?[(bib2  •  •  •bm)(b,n  4-  i  *  '  *ha)J 
Setzen  wir  demnach  C  =  ß[bm  r  i*  •  *bn],  fo  wird  A  ==  [BC] 

Zu  heuierken  ist  hier  noch,  dass  für  die  Flache  nach  821  auch  das  Be- 
ziehungsgefetz  gilt 

[A(B  +  C)]  ~  [AB]  +  [AC]  und  [(A  +  B)C]  =  [AC]  +  [BC] 
und  dass  nach  828  auch  das  Ge  fetz  der  Vertausch ung  gilt,  fofeni  man  das 
Zeichen  richtig  fetzt,  d.  h.  es  ist  [AB]  —  ( —  l)mn[BA],  wenn  die  beiden  Flache 
m  ter  und  n  ter  Klasse  lind. 


Satz. 


(S,,  “  c, .  .  .  fa‘,at,ac  •  •  Ö  "...  [bmb"b"  •  •  ö) 


18. 


S(«,  “cf  •  •  nun.  f  •  ■  ■ )  taaafac  •  ■  • brabnb"  •  ’  Ö 


Beweis.  Unmittelbar  nacb  75  und  115. 

Wir  wollen  nun  die  Fälle  unterf liehen,  in  denen  das  Flach  von  Grösen 
höherer  Klasse  Null  wird. 


Satz.  Jedes  Flach  von  Grösen  höherer  Klasse,  welches  zwei  H9. 
oder  mehre  gleiche  Fache  erster  Klasse  enthält,  ist  Null. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Satz  92. 

Satz.  Jedes  Flach  von  Grösen  höherer  Klasse,  in  welchem  ein  [20. 
Fach  zu  den  andern  Fachen  erster  Klasse  hörig  ist,  ist  Null. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Satz  93. 

Satz.  Wenn  at-  •  -  am  und  bx  •  •  *bn  Grösen  erster  Klasse  find,  121. 
welche  gegenfeitig  frei  find,  und  A  eine  Vielfachenfumme  r  ter 
Klasse  der  ersten  m,  B  eine  s  ter  Klasse  der  zweiten  n  Grösen,  auch 
das  Flach  beider  [A-B]  =  0  ist,  fo  ist  eine  der  beiden  Vielfachen- 
fummen  Null,  d.  h.  entweder  A  =  0  oder  B  —  0. 


AM— 123. 


Ausdclmmin'slt'lire. 
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Beweis.  Da  A  von  r  ter  und  B  von  s  ter  Klasse  ist,  fo  kann 
man  A  —  SaaArt  und  B  =  SfibBb  letzen,  wo  Aa  die  Geschiedsflache 
zur  r  ten  Klasse  aus  a,  •  •  -am  und  Bö  die  zur  steil  Klasse  aus  Djl  -  •  -bn 
darstellen,  alfo  ist 

0  =  [A-B]  ==  Baa/5ö[AaBb]  (nach  74  und  115) 

wo  [AaBb]  als  Geschiedsllache  von  aA  •  •  •  am  bi’-'bn  zu  betrachten 
lind,  welche  nach  103  gegenteilig  frei  lind.  Allo  ist  nach  15  a*ßb  =  0 
für  jedes  a  und  b.  Wenn  nun  die  eine  Gröse  A  ^  0,  d.  h.  wenn 

irgend  eine  der  Zahlen  aa  0  ist,  fo  folgt  ßb  =  0  für  jedes  b,  d.  h. 

B  =  0,  und  ebenfo  folgt  wenn  B  >  0,  dass  A  =  0  lei. 

122  Satz.  Wenn  eine  Summe  S  einfacher  Grösen  mit  einer  von 

Null  verschiedenen  Gröse  erster  Klasse  a  geflacht  Null  giebt,  fo  ist 
die  erste  gleich  einem  Flache,  in  welchem  a  ein  Fach  oder  Faktor 
ist,  oder  wenn  [aS  =  0],  fo  ist  S  =  [aPJ. 

Beweis.  Es  fei  S  eine  Summe  von  Grösen  m  ter  Klasse,  und 
fei  das  Gebiet  e^-en,  dem  lie  angehören,  n  ter  Stufe,  fo  kann  man 

nach  793  zu  a  noch  nlf —  1  freie  Grösen  erster  Klasse  a2  •  •  •  an  hinzu¬ 
fügen  der  Art,  dass  beide  Gebiete  gleich  oder  deckend  find,  dann 

lassen  lieh  bA  •  *  *  bu,  alfo  auch  S  als  Vielfachenfummen  diefer  n  freien 

Grösen  a1a2**-an  darstellen.  Seien  nun  die  Flache,  welche  a  ent¬ 
halten,  [aAJ,  [aA,]  •  •  •  feien  die,  welche  a  nicht  enthalten  B*,B2  •  •  • 
und  fei 

■S  =  cc^aAi]  -}-  cc2[aAo]  4-  ••--(-  f^jB,  -j-  /32B2  +  •  • 
mithin  0=  [aS]  =  aJ[aaAJj  -j-  a2  [aaA2]  -j-  *  *  *  -j-/?r[aBj]  -j-^2[aß_]  \~  •  •  • 

=  ^,[aBj]  +  ft[aB2]  +  •  ■  •  (nach  92) 

Hier  find  da  a  nicht  in  Bj,B2*  •  •  enthalten  ist,  die  Grösen  Ge¬ 
schiedsflache,  welche  nach  103  gegenteilig  frei  lind,  alfo  find  nach  15 


auch  ßt  =  ß-j 


0 


mithin  ist  S  =  aJaAj]  -j-  a2[aA2] 

=  [a(a,A,  -!-  a2A,  4-  •••)]■=  [a^] 

wenn  P  =  ogA,  a2A2  -j-  *  *  * 

j 2;)  Satz.  Wenn  eine  Summe  S  einfacher  Grösen  mit  jeder  von 

m  freien  Grösen  erster  Klasse  aM-  *  -  am  geflacht  Null  giebt,  fo  lässt  lieh 
jene  Summe  S  als  ein  Flach  darstellen,  in  welchem  a(,-  •  -am  Fache 
oder  Faktoren  find,  oder  wenn  0  =  [aAS]  =  [a2S]  =  *  •  *  ==,  [amS], 
fo  ist  S  =  [axa2  •  •  •  amSm]. 

Beweis.  Die  ursprünglichen  Einheiten  leien  ex  •  •  *en,  fo  kann  man 
nach  23  zu  den  m  Grösen  a,  •  •  •  am  noch  n — m  freie  Grösen 
am  +  l  *  *  •  an  hinzufügen  der  Art,  dass  die  Gebiete  von  et  •  •  *en  und 
von  aA  •  •  -an  deckend  lind,  dann  wird  nach  122,  da  0  =  [axS]  auch 


•  * 


I 


49  .  Die  Flache  der  Gröseu  höherer  Klassen.  124 — 125. 

S  =  Hier  werden  alle  die  Flache  von  [a^j].  wo  noch 

in  Px  enthalten  ist,  nach  92  Kuli:  man  kann  diefe  alfo  weglassen 
und  verwandle  lieh  dadurch  in  Sj,  fo  ist  S  =  [ajSj],  wo  Sj  nur 
aus  den  Grösen  a2-**an  hervorgegangen  ist  und  kein  enthält. 

Da  nun  0  =  a2S  =  [a2(a1S1)]  —  [a^SJ  =  [a^Si] 

(nach  117  und  88) 

fo  muss  nach  121  entweder  ax  oder  [a2Si]  Kuli  fein:  das  erste  ist 
gegen  die  Annahme,  alfo  ist  0  —  [a-^SJ.  mithin  Sj  =  [a2P2]  nach  122. 

Hier  kann  man  wieder  in  P2  alle  Flache  weglassen,  welche  a2  ent¬ 
halten  und  verwandle  lieh  dadurch  P2  in  S  .  fo  ist  Sx  =  [a,S2]. 
mithin  S  =  [a1a2S2]  und  fo  fort  zuletzt  S  [a^o  •  •  ■  amSm]. 

Satz.  Wenn  eine  Summe  S  von  Grösen  m  ter  Klasse  mit  jeder  124. 
von  m  freien  Grösen  erster  Klasse  geflacht  Kuli  giebt,  fo  ist  S  mit 
dem  Flache  diefer  m  Grösen  deckend  oder  wenn 
0  =  [ajS]  —  [a2S]  =•  •  =  [amS],  fo  ist  S  =  a^a.  •  •  -  am]. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  123. 

Satz.  Wenn  eine  Summe  S  von  Grösen  m  ter  Klasse  mit  125. 
m  -f  1  Grösen  erster  Klasse  a,---am  _i  geflacht  Kuli  giebt,  fo  ist 
entweder  S  oder  [a,  •  •  -am  _  gleich  Kuli  oder  wenn  0  =  [ajS]  = 

[a2S]  =  •  •  •  =  [am  _r  iS],  fo  ist  entweder  S  =  0  oder  [a!  •  •  -am  +  i]  =  0. 

Beweis.  Angenommen,  es  fei  [aja2  •  -am  __  2]  £  0,  fo  ist  auch 
[aj  •  •  -  am]  0,  alfo  find  at  •  •  -am  gegenfeitig  frei,  alfo  da  0  =  [ajS]  =  •  •  • 

=  [amS],  fo  ist  nach  124  auch  S  =  afa^  •  •  *am],  da  ferner  0  = 

[am  +  iS]  =  afa^v  •  •  *am  _  J  mithin,  da  [aia2  •  •  -ain  _  j]  £  0,  fo  ist 
a  =  0,  alfo  auch  S  =  a[ax  •  •  •  am]  =  0,  d.  h.  es  ist  entweder  S  =  0 
oder  [a.j  •  •  -am  +  x]  =  0. 


ß.  Grassmann,  Ausdehnungslehre. 
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Dritter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 


Die  Modlungslehre. 


9.  Die  grundlegenden  Gefetze  der  Modlungslehre. 

Wir  haben  bereits  in  der  Gebietslehre  gefehen,  welche  überaus  grose 
Uebereinstimmung  die  Gefetze  über  die  Gebiete  in  der  Gebietslehre  mit  den 
Gefetzen  der  Begriffe  in  der  Logik  zeigen.  Auch  in  der  Modlungslehre  wird 
uns  eine  überraschende  Aehnliclikeit  in  den  Ideen  der  Lehre  vom  Hauptgebiete 
und  von  der  Ergänzung  eines  Flachs  zum  Hauptgebiete  entgegentreten,  und 
werden  uns  diefe  Begriffe  ebenfo  in  der  Ausdehnungslehre,  wie  in  der  Logik  zu 
den  reichsten  Sätzen  führen. 

Von  der  Flachungslelire  muss  diefe  Modlungslehre  streng  geschieden  werden, 
wenn  man  nicht  in  die  gröstcn  Verwirrungen  geraten  will.  Ich  werde  bei  den 
einzelnen  Sätzen  in  den  Anmerkungen  auf  die  überaus  grosen  Unterschiede  der 
beiden  Rehnungsarten  aufmerk fam  machen  und  diefelben  strenge  scheiden. 

126.  Erklärung*.  Das  Hauptgebiet  heist  in  der  Modlungslehre 
das  Gebiet  der  Einheiten  erster  Klasse,  zu  welchem  alle  der  Be¬ 
trachtung  unteiwTorfenen  Giösen  hörig  find.  Das  Zeug  oder  Produkt 
aller  der  Einheiten  erster  Klassen  diefes  Gebietes  wird  in  der 

n 

Modlungslehre  gleich  eins  gefetzt,  d.  h.  es  ist  [et  •  •  *en]  =  1.  Das 
n  oben  am  Flachzeiclien  bezeichnet  die  Stufe  des  Haupt gebietes.  Das 
Flach  heist  in  der  Modlungslehre  ein  Modelflach  oder  ein  Enflach. 

In  der  Flachungslelire  ist  [e1e2***en]  eine  Gröse  n  ter  Klasse,  dagegen 
1  eine  Gröse  nullter  Klasse,  beide  mithin  ganz  verschieden-  dagegen  wird  in  der 

Mpdlunglehre  [e^-  •  *en]~  1  gefetzt,  d.  h.  gleich  einem  Flache  nullter  Stufe.  Wir 
werden  bei  N  133  fehen,  aus  welchen  Gründen  wir  zu  diefer  Setzung  kommen 
mussten. 
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Erklärung.  Die  Ergänzung  einer  Einheit  m  ter  Klasse  E  127. 
heist  das  Flach  aller  in  jener  Einheit  m  ter  Klasse  nicht  vorkommenden 
Einheiten  erster  Klasse  des  Hauptgebietes,  fofern  das  Flach  der 
Einheit  m  ter  Klasse  und  ihrer  Ergänzung  gleich  eins  ist.  Die 
Ergänzung  einer  Zahl  fetzen  wir  der  Zahl  gleich. 

Das  Zeichen  der  Ergänzung  einer  Gröse  ist  ein  über  die 
Gröse  gefetzter  wagerechter  Strich,  alfo  E  gelefen  „Nicht  E“  oder 
„Ergänzt  E“,  bei  einer  Klammer  ein  mit  der  Klammer  verbundener 
wagerechter  Strich  [  gelefen  „Nichtklammer“. 

Es  ist  zweckmäsig,  lieh  an  einigen  Beispielen  den  Begriff  der  Ergänzung 
einer  Gröse  klar  zu  machen. 

Im  Gebiete  zweiter  Stufe  ata2  =  1  ist  aj  =  a2,  a2  =  —  a* ;  denn  es  ist 
a^2  — -  1,  a2at  — —  1. 

Im  Gebiete  dritter  Stufe  a^^  —  1  ist  a2  —  —  a^  =  a^,  a2  =  a2a3, 
a3  =  <ba2,  ferner  [a2a3]  =  a2,  [a3aj]  —  a2,  [a2a2]  =  a3,  [a2ai]  =  a3,  [a2a3]  =  aA, 

[a3a2]  =  aj. 

In  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  von  1862  ist  der  Ergänzung  von  E 
das  Zeichen  iE  gegeben.  Ich  habe  dies  Zeichen  aufgegeben  und  dafür  das 
Zeichen  E  eingeführt  und  zwar  aus  folgenden  Gründen.  Der  Begriff  des  Nicht-E 
oder  der  Ergänzung  von  E  ist  uralt  und  zuerst  von  Aristoteles  in  die  Begriffs- 
lehre  eingeführt,  er  unterscheidet  bereits  per!  hermeneias  clO  den  Menschen  den 
änthröpos  und  den  Nichtmenschen,  den  ouk  anthröpos.  Er  versteht  darunter 
bereits  ganz  wie  in  unferer  Erklärung  alle  die  Grösen,  welche  in  dem  Selbst¬ 
begriffe  nicht  enthalten  lind.  In  der  Logik  hat  man  nun  bereits  längst  für  diefen 
Begriff  das  Zeichen  E  gelefen  „Nicht  E“  eingeführt,  wo  der  Strich  über  dem 
Buchstaben  an  das  Minuszeichen  erinnert,  aber  fo  mit  dem  Zeichen  der  Gröse  E 
verwachfen  ist,  dass  er  mit  dem  Buchstaben  eine  Einheit  bildet,  und  alfo  un¬ 
zweifelhaft  nur  das  Zeichen  einer  Gröse  ist. 

Das  Zeichen  IE,  welches  in  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  1S62  ein¬ 
geführt  ist,  ist  meiner  Anficht  nach  weniger  zu  empfehlen.  Nicht  nur  ist  das 
Zeichen  E  geschichtlich  viel  früher  eingeführt,  fondern  es  ist  auch  ganz  un¬ 
zweideutig;  das  Zeichen  !E  dagegen  giebt  notwendig  zu  Verwirrungen  Anlass. 

Wenn  z  B.  das  Flach  [E  IE]  geschrieben  wird,  fo  nimmt  liier  das  Zeichen  I  zwischen 
den  beiden  Buchstaben  unzweifelhaft  die  Stelle  eines  Knüpfungszeichens  ein. 

Noch  schlimmer  ist  das  Zeichen  IA  oder  [AIA],  wo  das  I  als  das  Zeichen 

einer  eigenen  zu  flachenden  Gröse  erscheint.  Ich  halte  mich  daher  berechtigt, 
das  Zeichen  E  einzuführen,  welches  alle  diefe  Zweifel  befeitigt. 

Satz.  [EE]  =  1  128. 

Das  Modelflach  einer  Einheit  mit  ihrer  Ergänzung  ist  Eins. 

Satz.  E  =  E;  dagegen  E  =  —  E,  wenn  E  ungerader  129. 

Klasse  im  Hauptgebiet  gerader  Stufe  ist.  Die  Ergänzung  der  Ergänzung 

einer  Einheit  E  (d.  h.  E  gelefen  Nichtnicht  E)  ist  im  Allgemeinen 

4* 
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diefer  Einheit  gleich,  dagegen  ist  fie  diefer  Einheit  entgegengefetzt, 
wenn  gleichzeitig  die  Stufe  des  Hauptgebietes  gerade  und  die  Klasse 
der  Einheit  E  ungerade  ist. 

Beweis.  Es  fei  E  die  Einheit  und  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n. 
Nach  126  ist  [EE]  =  1  und  ebenfo  [EE]  =  1.  Alfo  ist  [EE]  =  [EE] 
==  ( -  l)m(n  -  naCh  89.  Mithin  ist  E  =  ( -  l)mCn-m)K 

Hier  ist.  wenn  n  gerade  ist,  eine  von  den  Zahlen  rn  und  n  —  m 
gerade,  mithin  ( —  l)m(n“m)  —  _j_  1.  Wenn  n  gerade  und  zugleich 

m  gerade  ist,  fo  ist  gleichfalls  ( —  l)mtn  — m)  —  -j~  1.  Nur  in  dem 

Falle,  wenn  n  gerade  und  zugleich  m  ungerade  ist,  find  beide  Zahlen 

m  und  n  —  m  ungerade,  nur  in  diefem  Falle  ist  ( —  l)m(n  ~  m)  —  —  1. 

Es  folgt  mithin  der  Satz. 

130.  Erklärung.  Die  Ergänzung  einer  beliebigen  Gröse  A 
heist  die  Gröse  A  (gelefen  Nicht  Ä),  welche  man  erhält,  wenn  man 
A  als  Vielfachenfumme  aus  den  Einheiten  darstellt,  und  statt  jeder 
diefer  Einheiten  ihre  Ergänzung  fetzt,  oder 

A  ::=r  ftXiEj  C£2®2  ~4  ■  ■  ■  3  —  ccaEl  -[-  (X2E2  -j—  •  •  • 
wo  E1,E2**  Einheiten  beliebiger  Klassen  find. 

Es  ist  hier  darauf  aufmerkfam  zu  machen,  dass  bei  der  Modlung  nicht 

n  — - 

mehr  [AA]  —  1  gilt. 

131.  Satz.  Die  Klasse  der  Ergänzung  einer  Gröse  m  ter  Klasse  im 
Hauptgebiete  n  ter  Stufe  ist  n  —  m. 

132.  Satz.  A  —  A;  dagegen  A  =  —  A,  wenn  A  ungerader  Klasse 
im  Hauptgebiet  gerader  Stufe  ist. 

Die  Ergänzung  der  Ergänzung  einer  Gröse  A  (d.  h.  A  gelefen 
Nichtnicht  Ä)  ist  diefer  Gröse  A  im  Allgemeinen  gleich;  doch  ist  fie 
diefer  Gröse  A  entgegengefetzt,  wenn  zugleich  das  Hauptgebiet  von 
gerader  Stufe  und  die  Gröse  A  von  ungerader  Klasse  ist. 

Beweis.  Es  fei  A  =  -L  a2E2  -J- •  *  ••>  ft>  ist  nach  130 

A  - — ;  (X^Ej  (x2E2  -j—  •  •  •  mithin  A  =  ct^E^  -j—  ogE2  -j—  ■  •  * obEA  -j_ 
«2E2  -f-  •  •  •  =  A  nach  129,  fofern  nicht  zugleich  das  Hauptgebiet  von 
gerader  Stufe  und  die  Gröse  A  von  ungrader  Klasse  ist,  dagegen  ist 
in  letzterm  Falle 

A  =  ctjEx  ßbE2  4“ '  *  *  •*— 1  4 —  Ea)  -|“  $2  C —  E2)  -j~  *  *  ’ 

=  -  (CgEj  -j~  *  *  *)  :==::  -  A. 

Wir  kommen  nun  zu  der  Erklärung  des  Modelflaches  und  der  Modelfumme, 
welche  die  Bafe  für  die  ganze  Modlungslehre  bildet. 
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Erklärung.  Das  Modelflach  oder  Enflach  heist  ein  fort-  133. 
schreitendes,  wenn  die  Summe  aus  den  Klassen  der  Einheiten 
kleiner  ist  als  die  Stufe  ihres  Hauptgebietes  n. 

Das  Modelflach  heist  ein  stehendes,  wenn  die  Summe  aus 
den  Klassen  der  Einheiten  gleich  der  Stufe  des  Hauptgebietes  n  ist. 

Das  Modelflach  heist  ein  rückschreitenües  oder  ein¬ 
gewandtes,  wenn  die  Summe  aus  den  Klassen  der  Einheiten  gröser 
ist  als  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n. 

Das  fortschreitende  Modelflach  oder  Enflach  der  Einheiten 
ist  gleich  dem  gewöhnlichen  Flache  der  Einheiten. 

Das  stehende  Modelflach  der  Einheiten  ist  gleich  +  1. 

Das  rückschreitende  Modelflach  der  Einheiten  ist  gleich 
der  Gröse,  deren  Ergänzung  das  gewöhnliche  Flach  der  Ergänzungen 

jener  Einheiten  ist  oder  für  welches  [EF]  =  [EF]  ist,  d.  h.  für 
welches  das  Nichtenflach  das  Flach  der  Nichte  ist. 

Das  Zeichen  des  Modelflaches  oder  Enflaches  im  Hauptgebiete 

n  ter  Stufe  ist  [EF]  gelefen  „ Enflach  EF.“ 

Es  ist  wichtig,  dass  man  lieh  diefe  Erklärung  wieder  an  Beispielen  klar 
mache  und  auf  den  grosen  Unterschied  des  Modelflaches  vom  gewöhnlichen 
Flache  achte. 

Nur  das  fortschreitende  Modelflach  ist  gleich  dem  gewöhnlichen  Flache. 

Das  stehende  Modelflach  ist  +  1,  alfo  eine  Zahl  nullter  Klasse-  dagegen 
ist  das  gewöhnliche  Flach  in  diefem  Falle  +  [eje2  •  •  *en],  d.  h.  eine  Gröse  n  ter 
Klasse. 

Das  rückschreitende  Modelflach  von  zwei  Einheiten  E  und  F  ist  die  Gröse, 

für  welche  [EF]  =  [EF]  ist,  dagegen  ist  das  gewöhnliche  Flach  diefer  Grösen  Null. 

Seien  z.  B.  im  Gebiete  dritter  Stufe  E  —  eje2  und  F  =  e^,  fo  ist 
[Ce1e2)  (e!e3)]  ==  0  (nach  92.)  Dagegen  ist  für  das  Modelflach  [eie2]  =  e3, 

[eie3]  =  —  e2,  mithin 

-3  __  3 

[EF]  =  [EF]  —  [e3 — e2])  =  Ce2e3j^  alfo  [EF]  =  ex  alfo  eine  Gröse 
erster  Klasse. 

So  ist  das  Flach  [(e1e2e4)  (e^ei)]  =  0,  dagegen  ist  für  das  Modelflach  im 
Gebiete  4 ter  Stufe  [eje2e4]  —  —  e3  und  [e^^]  =3  e2,  mithin 

— 4  ___  4 

[EF]  =  [EF]  =  [(-  e3) •e2]  =  [e2e3],  alfo  [Eh]  =  eie4. 

Es  wird  zwec-kmäsig  fein,  ficli  durch  einige  Bedungen  cliefen  Unterschied 
klar  zu  machen. 

Auch  die  Gefetze  der  YVebung  oder  Multiplikation  find  für  die  Modluug 
ganz  andere  als  für  die  Flachung.  Denn  nach  84  gilt  für  die  Flachung  Eiifigung 
der  Fache  oder  Faktoren,  dagegen  gilt  diefe  für  die  Modluug  nicht:  denn  gölte 

3  3  "3 

iie,  fo  wäre  [(eie2)  (eie3)]  =  [eie2e1e3]  =  0,  während  doch  [(e1e2‘)(ele3)]  =  e^ 
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fein  muss.  Für  die  Modlung  gilt  alfo  zunächst  nur  das  Beziehungsgefetz  Satz  74 
und  75,  nicht  mehr  das  Gefetz  der  Einigung. 

In  der  Ausarbeitung  von  1847  hatten  H.  und  R.  Grassmann  diefe  Mul¬ 
tiplikation  die  bezügliche  Multiplikation  genannt. 

In  H.  Grassmann  Ausdehnungslehre  1862  ist  das  Modelflach  ein  auf  das 
Hauptgebiet  bezügliches  Flach  genannt.  Diefer  Ausdruck  erscheint,  mir  zweideutig. 
Man  könnte  dadurch  verleitet  werden,  die  Gefetze  der  Flachung  auch  für  die 
Modlung  oder  bezügliche  Flachung  anzuwenden  und  käme  dadurch  in  die 
schlimmste  Verwirrung.  Ich  halte  es  daher  für  notwendig,  diefe  neue  Art  der 
Multiplikation  auch  mit  einem  neuen  Namen  und  mit  einem  neuen  Zeichen  zu 
bezeichnen  und  nenne  fie  daher  Modlung,  das  Zeug  oder  Produkt  ein  Modelflach 
oder  für  das  Hauptgebiet  nter  Stufe  ein  Enflach. 

Wir  können  nun  zu  der  Betrachtung  übergehen,  was  uns  veranlasst  hat, 
diefe  ganz  neuen,  von  der  Flachung  wefentlich  abweichenden  und  auf  den  ersten 
Blick  verwirrenden  Erklärungen  einzuführen.  Es  wird  uns  dies  Gelegenheit 
geben,  die  Idee  des  Modelflaches  klar  zu  legen  und  in  das  begriffliche  Ver¬ 
ständnis  diefes  Zweiges  einzuführen. 

Der  eigentliche  Grundbegriff  diefes  Abschnittes  ist  der  der  Ergänzung  zu 
einem  Hauptgebiete  n  ter  Stufe,  ein  Begriff,  welcher  der  Logik  und  der  Aus¬ 
dehnungslehre  gemeinsam  ist  und  in  beiden  Zweigen  der  Denklehre  die  reichsten 
Anwendungen  zulässt. 

Wollen  wir  aber  diefen  Begriff  in  der  Ausdehnungslehre  an  wenden  können, 
fo  müssen  wir  notwendig  auch  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  Ergänzungen 

bilden  können  Legen  wir  z.  B.  ein  Gebiet  fünfter  Stufe  [e^^e^]  =  1  als 
Hauptgebiet  zu  Grunde  und  fetzen  wir  E  =  [eje2],  F  p  [e3e4],  fo  ist  E  = 

[e3e4e5]  und  ist  F  =  [e1e2e5],  mithin  wird  das  Zeug  oder  Produkt  [EF]  — 

n  Ti 

[e3e4e5]  [eie2e5].  Dies  Produkt  wäre  nun  nach  den  Gefetzen  der  Flachung  Null^ 
da  e5*e5  —  Null  ist,  es  wäre  mithin  unmöglich,  ein  Produkt  der  Nichte  zu 
bilden,  wenn  man  die  Gefetze  der  Flachung  ganz  allgemein  weiter  gelten  lassen 

n  n  n 

wollte.  Beachtet  man  aber,  dass  [e3e4e5][e1e2e5]  =  [e1e2e3e4e5]e5  ist  und  fetzt  man 

n  n—  —  n  n 

hier  [e1e2e3e4e5]  =  1,  fo  ergiebt  üch  [EF]  =  e5,  d.  h.  da  [EF]  —  [eie2e3e4]  ist, 

n 

fo  ist  die  Ergänzung  zu  [e1e2e3e4]  gleich  e5,  d.  h.  es  ist  das  Flach  der  Nichte 

gleich  dem  Nicht-Enflach  [EF]=[EF]. 

Wir  haben  in  diefem  Ün  flache  nun  ein  Produkt  von  Grösen  kennen  gelernt, 
welche  in  einem  Gebiete  n  ter  Stufe,  mehr  als  n  Grösen  als  Fache  oder  Faktoren 
enthalten,  nämlich  auser  den  n  Grösen  des  Gebietes  noch  eine  oder  mehre  Grösen 
des  Gebietes  und  wir  haben  dies  Produkt,  indem  wir  das  Produkt  der  n  Grösen 

n 

des  Gebietes  [e1e2***en]  gleich  1  fetzten,  dem  Produkte  der  einen  oder  den 
mehren  Grösen  des  Gebietes  gleich  gefetzt,  welche  dann  noch  übrig  blieben. 
Hieraus  ergeben  üch  dann  alle  F'estfetzungen  der  obigen  Erklärung  und  daraus 
die  folgenden  Gefetze  der  Modlungslehre. 

n  —  n  — 

Für  die  Ergänzung  gilt  hier  [EE]  =  1  und  [AA]  =  1,  während  in  der 
Logik  E  -f-  E  —  1  und  A  -|-  A  =  1  ist.  Es  folgert  diefer  Unterschied  einfach 
aus  den  verschiedenen  Erklärungen  der  beiden  Wissenschaften. 
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Die  Grundgesetze  der  Modlungslehre. 


Erklärung*.  Die  Modelfumme  der  Klassen  a,  ß,  y  der  Fache  134, 
oder  Faktoren  heist  die  Zahl  q,  welche  kleiner  ist  als  die  Stufe  des 
Hauptgebietes  n,  wenn  a  --j-  ß  -f-  y  =  an  q  oder  es  ist  a  -j-  ß  +  Y 

—  an  (a  -j-  ß  4-  y). 

Wenn  die  Modelfumme  der  Klassen  gleich  Null  ist,  fo  kann 
man  das  Flach  fowohl  als  fortschreitend,  wie  als  rückschreitend 
betrachten . 

Das  Zeichen  der  Modelfumme  für  ein  Hauptgebiet  n  ter 

n 

Stufe  ist  (<*-)-£+••)  gelefen  „die  Enfumme  von  a  -j-  ß  +  •  •  •  •  “ 

3  4  4 

Bei  spiele  (2  -f  2  -f  1)  =  2,  (3  -f  2  4-  3)  =  0,  (2  -j-  3  +  2)  =  3. 

Wir  wenden  uns  nun  zunächst  zu  der  Betrachtung  der  fortschreitenden,  der 
stehenden  und  der  rückschreitenden  Modelflache  und  demnächst  zu  den  allgemeinen 
Geietzen  über  die  Modlung. 

Satz.  Zwei  einfache  Grösen  A  und  B,  bei  denen  die  Summe  135. 
ihrer  Klassen  a  +  ß  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n  um  y  übertrifft, 
lassen  lieh  in  der  Form  darstellen  A  =  [CA,]  und  B  —  [CBJ,  wo 
C  eine  einfache  Gröse  der  Klasse  y  darstellt. 

Beweis.  Nach  der  Bedingung  ist  a  -j-  ß  —  n  -j-  y?  alfo  ist 
nach  30  den  Gebieten  von  A  und  B  ein  Gebiet  der  Stufe  y  gemein. 

Sei  nun  C  eine  Gröse  der  Klasse  y,  fo  ist  C  fowohl  dem  A  als  dem 
B  untergeordnet,  alfo  ist  nach  117  auch  A  in  der  Form  [CAJ  und 
B  in  der  Form  [CBJ  darstellbar. 

Satz.  Die  Summe  von  einfachen  Grösen  (n  —  1)  ter  Klasse  in  136. 
einem  Hauptgebiete  n  ter  Stufe  ist  wieder  eine  einfache  Gröse 
(n  —  l)ter  Klasse. 

Beweis.  Es  feien  zwei  einfache  Grösen  (n  —  1)  ter  Klasse 
A  und  B  gegeben,  fo  ist  die  Summe  ihrer  Klassen  2n  —  2,  mithin 
haben  lie  nach  135  eine  einfache  Gröse  C  von  2n  —  2  —  n  = 
n  —  2  ter  Klasse  gemeinsam  und  lind  alfo  nach  135  in  der  Form 
A  =  [Ca]  und  B  =  [Cb]  darstellbar,  wo  a  und  b  einfache  Grösen 
erster  Klasse,  mithin  a  -j-  b  wieder  eine  einfache  Gröse  erster  Klasse 
ist;  folglich  ist  A  +  B  =  [Ca  -f  Cb]  —  [C(a  +  b)]  (nach  84)  ein 
Flach  von  n  —  1  Grösen  erster  Klasse,  d.  h.  eine  einfache  Gröse 
(u  —  1)  ter  Klasse.  Mithin  gilt  der  Satz  fortschreitend  für  die  Summe 
von  beliebig  vielen  einfachen  Grösen  (n  —  1)  ter  Klasse. 


Es  ist  hier  wohl  zu  beachten,  dass  nur  die  Grösen  erster  und  die  (n  —  1)  ter 
Klasse  eine  einfache  Gröse  und  zwar  gleicher  Klasse  zur  Summe  haben.  Schon 
2  Grösen  zweiter  Klasse  haben  nur  dann  eine  einfache  Gröse  zweiter  Klasse  zur 
Summe,  wenn  ihre  4  Grösen  erster  Klasse  nicht  gegenseitig  frei,  Sondern  eine  zu 
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den  andern  hörig,  ist.  Süll  nämlich  S  —  ab  -f-  cd  ein  b lach  fein,  fo  muss  nach 
92  [SS]  =  ü  fein,  alfo  0  ^  [SS]  =  [(ab  -f  cd)  (ab  -f  cd)]  =  [abcd  +  cdab] 
da  [abab]  =  [cdcd]  —  0  nach  92.  Aber  nach  91  auch  [cdab]  =  [abcd],  mithin 
0  —  2  [abcd],  oder  [abcd]  =  0,  mithin  nach  98  eine  der  Grösen  zu  den  andern 
hörig-  dagegen  kann  dann  S  nicht  eine  einfache  Grüse  fein,  wenn  die  4  Grösen 
gegenfeitig  frei  find. 

Dasfelbe  folgt  auch,  wenn  man  das  gemeinfame  Gebiet  auffucht,  dasfelbe 
ist  y  —  4  —  n.  Ist  hier  n  —  3,  fo  ist  y  =  1  und  folgt  der  Satz  aus  129,  ist 
dagegen  n  3,  fo  ist  die  Summe  eine  zufammengefetzte  Gröse. 

137.  Satz.  Das  stehende  Modelflach  ist  gleich  +  1,  d.  h.  eine  Gröse 
0  ter  Klasse. 

Beweis.  1.  Unmittelbar  nach  Erklärung  133. 

11 

2.  Sei  [AB]  ein  stehendes  Modelflach,  und  a  und  ß  die  Klassen 
von  A  und  B,  fo  ist  nach  133  a  4-  ß  —  n  die  Klassen  der  Er¬ 
gänzungen  find  n  —  a  und  n  —  ß ,  alfo  die  Summe  2n  —  (a  - j-  /?)  —  n, 

d.  h.  [ÄB]  nach  133  ein  stehendes  Modelflach. 

138.  Satz.  E  =  [EFF],  wo  F  das  Flach  der  Einheiten  von  E. 
Wenn  eine  Gröse  F  das  Flach  ist  aller  in  einer  Einheit  beliebiger 
Klasse  E  nicht  verkommender  Einheiten  erster  Klasse  des  Haupt- 

gebietes,  fo  ist  E  =  [EFF]. 

Beweis.  Nach  137  ist  [EF]  =  +  1 ,  alfo  ist  [E(EFF)]  = 
[E(±  1)F]  =  (±  1)  [EF]  =  (+  1)(±  1)  =  1  (nach  67) 

Ebenfo  ist  [EE]  =  1,  mithin  ist  [EE]  =  [E(EFF)],  alfo  ist  auch 
E  =  [EFF]. 

Es  bietet  uns  diefer  Satz  wieder  ein  lehr  schlagendes  Beispiel,  dass  die 
Gefetze  der  Einigung  nicht  gelten;  denn  es  ist,  wie  im  Satze  bewiefen  [EFF]  =  E; 
dagegen  ist  [E(FF)]  —  0,  indem  hier  FF  =  0  nach  Satz  92,  mithin  [E(FF)]  = 
[E-0]  =  0. 

139.  Satz.  Für  die  rückschreitenden  Modelflache  ist  [EF]  =  [EF] 
oder  die  Ergänzung  des  rückschreitenden  Modelflaches  zweier  Ein¬ 
heiten  ist  das  Flach  der  Ergänzungen  der  Einheiten. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Erklärung  133. 

140.  Satz.  Die  Modelfumme  eines  Modelflaches  ist  gleich  dem  Reste» 
der  bleibt,  wenn  man  die  Summe  der  Klassen  der  Fache  oder 
Faktoren  durch  die  Stufe  n  des  Hauptgebietes  teilt  oder 

n 

ot  -f~  ß  •  •  •  =  an  -j-  (cj  -f-  ß  -}-•••). 
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Satz.  Für  die  Modelflache  gilt  das  Beziehungsgefetz  Satz  74  141. 
und  75. 

Satz.  Das  Enflach  zweier  Grösen,  welche  Flache  von  Ein-  142. 
heiten  erster  Gröse  lind,  ist  dann  und  nur  dann  ungleich  Null, 
wenn  in  dem  Enflache  keine  Einheit  erster  Klasse  des  Haupt¬ 
gebietes  2  mal  öfter  als  Fach  oder  Faktor  vorkommt,  als  irgend 
eine  andere  Einheit  erster  Klasse  des  Hauptgebietes. 

n 

Beweis.  1.  Wenn  in  dem  Enfladie  TAB]  irgend  eine  Einheit  erster 

w  -J  CD 

Klasse  des  Hauptgebietes  als  Fach  oder  Faktor  in  dem  Enflache  fehlt,  fo  können 

nicht  die  n  Fache  [e^  ••  *en]  =  1  in  dem  Enflache  enthalten  fein.  Diefe  n  Flache 

11 

können  dann  alfo  aus  dem  Produkte  [AB]  nicht  ausscheiden,  es  bleiben  mithin 

n 

in  diefem  Falle  in  dem  Produkte  [AB]  zwei  gleiche  Fache  oder  Faktoren,  und 
das  Produkt  ist  alfo  nach  Satz  92  Null. 

n 

2.  Wenn  dagegen  in  dem  Enflache  [AB]  jede  Einheit  erster  Klasse  des 
Hauptgebietes  als  Faktor  nur  einmal  enthalten  ist,  fo  ist  das  Flach  nach  Satz  82 

^  0.  Ebenfo  wenn  in  dem  Enflache  [AB]  fämmtliche  Einheiten  erster  Klasse 
des  Hauptgebietes  wenigstens  einmal  enthalten  find,  fo  ist  zunächst  das  Enflach 

13 

[eje2  •  •  *en]  =  1  und  bleibt  nur  noch  das  Enflach  der  Einheiten  erster  Klasse, 
welche  in  dem  Enflache  beider  Grösen  zweimal  Vorkommen,  d.  li.  welche  den 
beiden  Grösen  A  und  B  gemeinfam  find.  Die  Ergänzung  cliefes  Enflaches  ist 
dann  das  Flach  aus  den  Einheiten  erster  Klasse  des  Hauptgebietes,  welche  den 
beiden  Grösen  A  und  B  nicht  gemeinfam  find. 

Satz.  Für  die  fortschreitenden  Modelflache  gelten  alle  Gefetze  143. 
der  Flachung,  namentlich  auch  der  Satz  84  und  das  Enflach  ist 

gleich  dem  Flache. 

Beweis.  Unmittelbar  nach  Erklärung  133. 

Satz.  Wenn  das  Modelflach  zweier  Grösen  fortschreitend  ist,  144. 
fo  ist  das  ihrer  Ergänzungen  rückschreitend  und  umgekehrt. 

n 

Beweis.  Wenn  [AB]  ein  fortschreitendes  Modelflacli  ist,  und 

a  und  ß  die  Klassen  find,  fo  ist  a  -f-  ß  <  n  (nach  133);  dann  ist 
für  die  Ergänzungen  (n  —  a)  -j-  (n  —  ß)  =  2n  —  (a  -f-  ß)  ;>  n, 

mithin  nach  133  [AB]  ein  rückschreitendes  Flach.  Ebenfo  umgekehrt. 

10.  Die  allgemeinen  Sätze  für  Enflache. 

Die  Sätze  find  im  Folgenden  zunächst  für  die  drei  Fälle  zu  beweifen,  dass 
das  Modelflach  ein  fortschreitendes,  ein  stehendes,  oder  ein  rückschreitendes  ist, 
oder  mit  andern  Worten,  dass  n  -j-  ß  <r  n,  dass  a  -j-  ß  ~n  und  dass  a  -J-  ß  >  n 

fei.  Wir  fetzen  dabei  in  allen  Sätzen  diefer  Nummer  die  Stufe  des  Hauptgebietes 
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gleich  n,  die  Klasse  von  A  gleich  a,  die  von  B  gleich  /?,  die  von  C  gleich  y**, 
die  von  R  gleich  q.  Nach  diefen  Vorbemerkungen  gehen  wir  nun  zur  Ent¬ 
wicklung  der  Sätze. 

145.  Satz.  Die  Klasse  des  Enfiachs  zweier  Grösen,  welches  £  Null 
ist,  ist  gleich  der  Enfumme  ihrer  Klassen,  oder  wenn  y,  a,  ß  die 

Klassen  und  C  =  [AB],  fo  ist  y  =  (a  +  ß)' 

n 

Beweis.  1.  Wenn  a  -{-  ß  <1  n,  fo  ist  [AB]  ein  fortschreitendes 

n 

Modelflach,  alfo  die  Klasse  von  C  ==  [AB]  gleich  der  Klasse  von  [AB], 

d.  h.  y  =  ci  -j-  ß. 

2.  Wenn  a  -f-  ß  =  n,  fo  ist  [AB]  =  +  1  nach  137,  und  alfo 

n 

nullter  Klasse,  d.  h.  /  —  («-}-  ß). 

3.  Wenn  a  +  ß  n,  fo  ist  C  =  [AB]  =  [AB]  nach  139.  Hier 

ist  die  Klasse  von  A  nach  131  gleich  n  —  a,  die  von  B  =  n  —  ß , 

die  von  C  —  n  —  y,  alfo 

n 

n  —  y  =  n  —  't  -f~  n  —  ju?  =  n  —  fa  +  jS  —  n)d.h.y  =  a4-/S  — n  =  (a  +  /J?). 

n 

Somit  gilt  der  Satz  für  den  Fall,  dass  A,  B  und  [AB]  Einheiten 
beliebiger  Klassen  find.  Da  aber  jede  Vielfachenfumme  diefer  Ein¬ 
heiten  mit  ihren  Einheiten  gleicher  Klasse  ist,  fo  gilt  er  auch  für 

beliebige  Grösen. 

146.  Satz.  Die  Klasse  des  Enfiachs  mehrer  Grösen,  welches  ungleich 
Null  ist,  ist  gleich  der  Enfumme  ihrer  Klassen,  oder 

Wenn  R  =  [ABC  -  •  •],  fo  ist  q  =  (a  -f-  ß  -f-  y  -f  •  •  •) 

Beweis.  In  Satz  145  ist  diefer  Satz  für  das  Enflaeh  zweier 
Grösen  bewiesen,  tritt  nun  zu  dem  Flache  noch  ein  Fach  oder  Faktor 
hinzu,  fo  bleibt  der  Satz  nach  145  in  Gültigkeit,  alfo  gilt  er  auch 
für  beliebig  viele  Fache  oder  Faktoren,  da  auch  die  Klasse  dabei 
stets  kleiner  als  n  bleibt  und  nie  eine  Strichzahl  wird. 

Beispiele.  Seien  5  Fache  4ter  Klasse  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet 
6  ter  Stufe  geflacht,  fo  ist  die  Klasse  des  Flaches  q  —  20  —  18  =  2.  Seien 
3  Fache  3  ter  Klasse  in  Bezug  auf  ein  Hauptgebiet  5  ter  Stufe  geflacht,  fo  ist 
die  Klasse  des  Flachs  g  —  9  —  5  =  4. 

147.  Satz.  Das  Enflaeh  der  Ergänzungen  zweier  Grösen  ist  die 
Ergänzung  des  Enflaches  der  Grösen,  oder 

[AB]  =“[AB]  und”[ÄB]  =  [AB] 
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Beweis.  1.  Wenn  a  ß  7>  n.  Es  fei  A  =  SßaEj.  und  B  = 
S^Fk  wo  Ea  und  F$  Einheiten  ßnd,  fo  ist  nach  130  A  =  SaaEa  und 
B  =  S/3&F&,  und  ist 

[AB]  =  [(S«aEa)(S^6Fß)]  =  Sßa^[EaFfr]  (nach  74) 

=  S aaßi  [EaFt]  (nach  139) 

=  (ßaaßf>  [EaFf])  (nach  130) 

=  [(SßaEa)(S/56Fb)]  (nach  74) 

=  [AB] 

2.  Wenn  a  - ß  <Z  n.  Wir  fetzen  A  =  A7  und  B  =  B'.  Dann 

ist  allgemein  für  [A'B7]  die  Summe  a'  -j-  ß'  z>  n  nach  144,  alfo  ist 

dann  nach  147,!  [A'B7]  =  [A'B7]  —  [AB].  Alfo  ist  IVB']  ="[AB], 
Ist  nun  n  ungerade,  oder  ist  n,  fowie  a  und  ß  gerade,  fo  ist 

nach  132  A  =  A'  =  A7  und  ebenfo  B  =  B7  =  B7,  mithin  ist  dann 
auch  nach  132  [Aß]  =  [A'B']  =T[A'B'].  Alfo  da“[A'B']  =  [AB]  ist, 

und  auch  =[A'B']  =  [AB],  fo  ist  '[AB]  =  [AB], 

Ist  dagegen  n  gerade,  und  ist  eine  z.  B.  a  gerade,  die  andere  ß 
aber  ungerade,  fo  ist  nach  132  B  =  B7  =  —  B7  und  alfo 

C  7 

[AB]  =  [A'.(—  B')]  =  -  [A'B']  ==[A'B'j  nach  132,  da  ß  -{-  ß  un¬ 
gerade,  mithin  [A'B7]  =  —  [A'B7]  =  [AB]  und  da  allgemein  für 

a  +  ß  <  n"[A'B']  =T[AB]  ist,  fo  ist  auch  [AB]  =“[AB]. 

Sind  endlich  n  gerade,  aber  a  und  ß  beide  ungerade,  fo  ist 

A  =  A7  =  —  A7  und  B  =  B7  =  —  B7  nach  132,  alfo  ist 

[AB]  =  [(—  A') ( —  B7)]  =  [A'B']  =f[A'B']  nach  132,  da  a  +  ß 
2,erade. 

c 

Es  ist  aber  auch  allgemein  für  «  +  ß  <  n  [A'B']  =  [AB],  alfo 
ist  auch  [ÄB]  =  [AB]. 

3.  Wenn  ß  -j-  ß  =  n.  Wir  beweifen  hier  den  Satz  zuerst  für 
Einheiten. 

Wenn  E  und  F  Einheiten  lind,  welche  keine  Einheit  erster  Klasse 

/ 

gemein  haben,  fo  ist  [EF]  =  +  1  und  ebenfo  [FE]  =  +  1  nach  137. 
Dann  ist  aber  nach  138  auch  E  =  [EFF]  und  F  =  [FEE],  mithin  ist 
[EF]  =  [EFF(FEE)]  —  [+  1F(±  iE)]  =  [FE]  =  +  1,  d.  h.  [EF] 
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mmm 

eine  Zahl  und  da  nach  127  für  Zahlen  a  =  a  ist,  fo  ist  auch 

[EF]  =="[EF],  alle  ist  auch  [EF]  =T[EF]. 

Wenn  E  und  F  Einheiten  find,  welche  eine  oder  mehre  Einheiten 

n 

erster  Klasse  gemein  haben,  fo  ist  nach  92  [EF]  =  0.  Da  aber 
a  -{-  ß  =  n,  fo  können  die  Einheiten  E  und  F  zufammen  nur  n Fache 
enthalten,  es  muss  alfo  mindestens  eine  der  ursprünglichen  Einheiten 
in  E  und  F  fehlen,  es  fei  dies  er,  dann  muss  fowohl  E  als  auch  F 

diefe  Einheit  enthalten,  alfo  nach  92  [EF]  =  0  fein.  Alfo  ist  dann 

auch  [EF]  =  [EF]. 

Da  ferner  hier  [EF]  =  0  eine  Zahl  ist,  fo  ist  nach  127  auch 

[EF]  =T|eF],  mithin  [EF]  =  [EF]. 

Da  nun  das  Gefetz  für  Einheiten  gilt,  fo  folgt  ganz  wie  in  Be- 

0  7  O  O 

weis  1,  dass  es  auch  für  beliebige  Grösen  gilt,  deren  Summe  der 
Klassen  a  -j-  ß  =  n  ist. 

148.  Satz.  Das  Enflach  der  Ergänzungen  mehrer  Grösen  ist  die 
Ergänzung  des  Enflaches  diefer  Grösen  oder 

[ABC  -  •  •]  =“[ABC  -  •  •] 

Beweis.  Wenn  der  Satz  für  m  Fache  oder  Faktoren  gilt,  fo  dass 

[AB  -  •  -M]  ==  [AB  -  •  -M]  (Annahme), 

fo  gilt  er  auch  für  m  1  Fache  oder  Faktoren,  denn  es  fei  diefer 
(m  -f-  1)  te  Fach  N,  fo  ist 

[AB  -  -  -  MN]  =  [[AB  -  •  •  M]N]  (nach  Annahme) 

=T[  AB  -  -  -  MN]  (nach  147) 

Nun  gilt  der  Satz  für  2  Fache  nach  147  alfo  gilt  er  auch  iort- 
schreitend  für  beliebig  viele. 

O 

149.  Satz.  Wenn  a,  b,  c---  Grösen  erster  Klasse  find,  fo  ist 

n  —  —  n 

[a-b- c  •  •  •]  =  [abc- • •] 

Das  rückschreitende  Enflach  der  Ergänzungen  von  Grösen  erster 
bez.  (n  —  1)  ter  Klasse  kann  als  ein  Enflach  betrachtet  werden 
dessen  Fache  oder  Faktoren  (n  —  1)  ter  bez.  erster  Klasse  find. 

150.  Satz.  Die  Ergänzung  eines  vielgliedrigen  Ausdrucks  (eines 
Polynoms)  erhält  man,  wenn  man  von  jedem  Gliede,  ohne  das  Vor¬ 
zeichen  des  Gliedes  zu  ändern,  die  Ergänzung  nimmt  oder 

Ta  ±  B  +  C  +  •  •  •)  =  A  +  B  ±  c  ±  -  -  - 

Beweis.  Es  fei  A  —  SgrtEa,  B  =  SßaE a,  C=  SyaErt-  •  -  io  ist 
(A  f  B  +  C  +  ---)  = 
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==  (SctaEa  +  S/?aEfl  +  S/aEa  +  •  *)  —  (S(<Xa  +  ßa  7h  Ya  i  '  *  "  )Ea) 

=  S(c£a  ~j~~  ßa.  ~f~  Ya  ~f~  •  -)Ea  _  (nach  130) 

=  S«aEa  Hh  S/?aEa  +  S/«Ea  +  •  • 

=  (SctaEa)  +  (S^aEa)  +  (S/aEa)  ßr  •  •  =  A  +  B  +  C+  •  •  (nach  130) 

Satz.  Eine  Gleichung,  in  welcher  keine  andern  Verknüpfungen  151. 
als  die  Bildung  von  Vielfachenfummen  beliebigen  Gebietes  und 
Modelung  Vorkommen,  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  in  der 
Gleichung  statt  der  Grösen  ihre  Ergänzungen  fetzt  oder 

Wenn  f0(A,  B-  •  •)  =  <jp0(A',  B'  •  •  -),  wo  f0  und  (p0  Verknüpfungen 
der  genannten  Art  find,  fo  ist  auch 

f0(A, B*  •  •)  =  ^0(A', Bx  •  •  • ) 

Beweis.  In  den  Verknüpfungen  der  Formeln  f0  und  (p0  können 
nur  Zufügen  und  Abziehen,  fowie  Modlung  Vorkommen,  wenn  wir 
zur  letzteren  auch  die  Vervielfachung  mit  Zahlen  rechnen.  Nun  bleibt  ■ 
beim  Zufügen  und  Abziehen  die  Gleichung  nach  Satz  150  auch  für 
die  Ergänzungen  und  bei  der  Modlung  nach  Satz  148  auch  für  die 
Ergänzungen  bestehen,  mithin  gilt,  allgemein  für  diefe  Arten  der  Ver¬ 
knüpfungen,  wenn  f0(A,B-  •  •)  =  y0(A',  B'  •  •  •)  auch  f0(A,  B**-)  = 
<p0(A',ß',  •  •  •)• 

Satz.  Zwischen  den  Grösen  m  ter  und  denen  (n  —  m)  ter  152. 

Klasse  in  einem  Hauptgebiete  nter  Stufe  besteht  volle  Gegenfeitig- 
keit,  fo  dass  jeder  Satz,  der  von  den  einen  gilt,  auch  für  die 
andern  gilt. 

Satz.  Für  drei  Einheiten  EFG,  bei  denen  die  Summe  der  153. 
Klassen  der  Stufe  des  Hauptgebietes  n  gleich  ist,  ist 

[EF(EG)]  =  [EFGE]. 

li 

Beweis.  1.  Wenn  [EFG]  keine  gleichen  Fache  enthält,  fo  muss 
es  alle  n  ursprünglichen  Einheiten  enthalten  und  ist  nach  137  alfo 
=  +  1.  Dann  ist  nach  138 

G  =  [G(EF)(EF)j  F  =  [F(EG)(EG)] 

Diefe  können  wir,  da  [G(EF)]  und  [F(EG)]  gleich  +  1  ist,  mit 
[G(EF)]  bez.  [F(EG)]  vervielfachen  und  erhalten  dann  [G(EF)]*[G(EF)] 

=  1,  und  [F(EG)]  •  [F(EG)]  =  1,  mithin 

[G(EF)G]  ==  [EF],  [F(EG)F]  =  [EG] 
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Hier  erhält  man,  da  man  die  Zahlfache  beliebig  ordnen  kann, 
[EF(EG)]  =  [G(EF)G].[F(EG)F]  =  [G(EF)][F(EG)][GF] 

=  [G(EF)][F(EG)]~[GF]  (nach  147) 

=  [G(EF)][F(EG)][GFEE]  (nach  138) 

In  diefem  Ausdrucke  ist  [FE]  ~  +  [EF]  (nach  91),  mithin  bleibt 
das  Zeichen  unverändert,  wenn  man  zweimal  diefe  Aenderung  macht, 
d.  h.  es  wird 

[EF(EG)]  =  [G(EF)][E(FG)][GEFE] 

=  [EFGE] 

Da  [GEF]  =  +  1,  mithin  [GEF] .[GEF]  =  1  ist. 

2.  Wenn  [EFG]  gleiche  Fache  enthält,  fo  ist  [EFG]  =  0  nach 
92.  Ferner  muss,  da  die  Zahl  feiner  Fache  n  ist,  mindestens  eine  der 

n 

n  Einheiten  des  Hauptgebietes,  etwa  e,  in  dem  Flache  [EFG],  alfo 

auch  in  [EF]  und  in  [EG]  fehlen.  Sei  nun  [EF]  =  Q  und  [EG]  =  R, 
fo  müssen  nach  127  fowohl  Q  als  R  diefe  Einheit  als  Fach  enthalten, 

n 

mithin  muss  nach  92  [QR]  gleich  Null  fein,  alfo  nach  127  auch  die 
Ergänzung  derfelben  [QR]  =  [QR]  gleich  Null  fein.  Mithin  ist 
[EF(EG)]  =  [QR]  ==  0  =  [EFGE] 

154.  Satz.  Für  drei  einfache  Grösen  A,  B,  C,  bei  denen  die  Summe 
der  Stufenzahlen  a  +  ß  -f  y  der  Stufenzahl  des  Hauptgebietes  n 
gleich  ist,  ist 

[AB(AC)]  =  [ABC  •  A] 

Beweis.  1.  Angenommen,  der  Satz  gelte  für  den  Fall,  dass  die 
drei  einfachen  Grösen  keine  anderen  Fache  enthalten  als  folche,  welche 
einer  gegebenen  Reihe  von  n  Grösen  erster  Stufe  at,a2  •  •  -  an  angehören, 
fo  foll  zunächst  bewiefen  werden,  dass  fie  auch  noch  gilt,  wenn  man 
statt  einer  diefer  Grösen  z.  B.  statt  ax  eine  Vielfachenfumme  der 
n  Grösen,  etwa 

=  cc^a^  -f-  «2a2  ~f*  •  •  ~\~  Wnan  ===  S(Xaaa  fetzt. 

l,n 

Es  kann  in  jeder  der  drei  Grösen  A,B,  C  enthalten  fein. 

Ist  at  in  B  enthalten,  fo  fei  B  =  [ajD]  und  verwandle  fich,  wenn 
man  a'  statt  aj  einführt,  B  in  B'  =  [a'D],  dann  wird 
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154, 


[AB'(AC)]  =  [A(a'D)  (AC)]  =  [  A(1S“aaaD)(AC)] 

=  Saa[A(aaD)(AC)]  (nach  75) 

1,Q 

u 

=  Saß[A(aaD)CA]  (nach  Annahme) 

l,n 

Dl 

=  (j^fnaaaaD)cA^  (nach  75) 

=  [Aa'DCA]  ==  [AB'CA] 

Genau  derfelbe  Beweis  folgt,  wenn  at  in  C  enthalten  ist. 

Ist  at  in  A  [enthalten,  fo  fei  A  =  [a^D]  und  verwandle  fich, 
wenn  man  zunächst  a'  =  4-  a2a 2  statt  ai  einführt,  A  in  A'  = 

Dl 

[a'D],  dann  ist 

A"  =  -j-  ce2 [a2 J  ==  ctiA  -{-  a2[a2D]  (40 

Wenn- hier  noch  a2  in  D  enthalten  ist,  fo  wird  nach  92  das 

n 

letzte  Stück  [a,D]  =  0,  es  würde  alfo  A'  =  c^A  und  würde 

[A'B(A'C)]  ==£a2[AB(AC)]  =  a2[ABCA]  (nach  Annahme) 

=  [ctABC(aA)]  =  [A'BGA'J  (nach  75) 

Wenn  dagegen  ö2  nicht  in  D,  alfo  auch  nicht  in  A  vorkommt, 
fo  kann  es  nur|  in  B  oder  C  enthalten  fein.  Es  fei  in  B  und  B  = 
[a2E],  Dann  ist  (nach  -f- )  A'  =  c^A  4-  «2[a2D],  alfo  da  a2  auch  in 

B  enthalten  [a2DB]  =  0,  mithin  ist  [A'B]  =  at  [AB],  und  ist  [A'C]  = 

[(atA  -f  a2[a2D)]C]  =  aj[AC]  +  ß2[a2^C],  mithin  ist 

[A'B(A'C)]  =  a/[ AB(AC)]  +  ala2  [AB(a2DC)J 

=  «^[ABCA]  -j-  «1a2[AB(a2DC)]  (nach  Annahme) 
Im  zweiten  Stücke  [ist  hier,  wenn  man  für  A  und  B  die  Werte 
einfetzt 

[AB(a2DCj]  =  [a1Da2E(a2DCj]  =  —  [a2Da1E(a2DC)]  (nach  91) 
=  —  [a2Da1EC(a2D)]  (nach  Annahme) 

=  [a1Da2EC(a2D)]  =  [ABC(a2D)J  (nach  91) 

fomit  wird 

[A'B(A'C)]  =  a/[  ABCA]  +  a1a2[ABC(a2D)] 

=  ßifABCG^A  4-  a2a2D)] 

=  ßjfABCA']  —  [A'BC-A'] 
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Ebenfo  folgt  der  Beweis,  wenn  a2  in  0  statt  in  B  enthalten  war. 
Es  ist  alfo  bewiefen,  dass  der  Satz  bestehen  bleibt,  wenn  ßch  das 
eine  Fach  at  in  -j-  a2a2  verwandelt,  alfo  auch,  wenn  man  dies 
wieder  in  -j-  a2a2  a3a3  verwandelt  u.  f.  w. 

2.  Der  Satz  154  bleibt  alfo,  wenn  er  für  den  Fall  gilt,  dass  die 
3  Grösen  A,  B,  C  nur  Fache  enthalten,  welche  irgend  einer  Reihe  von 
n  Grösen  erster  Klasse  at,a,  • -an  angehören,  auch  bestehen,  wenn  man 
statt  einer  diefer  Grösen,  eine  Vielfachenfumme  der  n  Grösen  fetzt. 
Führt  man  diefe  Vielfachenfumme  statt  der  ursprünglichen  Gröse  ein, 
fo  gilt  nun  der  Satz  für  eine  Reihe  von  n  Grösen  und  bleibt  alfo 
nach  Beweis  1  auch  bestehen,  wenn  man  statt  einer  zweiten  Gröse 
eine  Vielfachenfumme  der  n  ursprünglichen  Grösen  einführt.  Er 
bleibt  alfo  auch  bestehen,  wenn  man  statt  der  n  Grösen  a^j-^-an 
andere  n Grösen  bi  •  • -bn  einführt,  welche  gegenfeitig  frei  und  Viel- 
faehenfummen  jener  Grösen  find,  und  ist  das  Gebiet  der  ersten 
n  Grösen  nach  22  dem  Gebiete  der  letzten  n  Grösen  gleich. 

3.  Nun  gilt  der  Satz  nach  153,  wenn  die  Grösen  A,  B,  C  Ein¬ 
heiten  find,  alfo  gilt  er  auch  für  alle  aus  ihnen  abgeleiteten  Grösen 
A,  B,  C,  fofern  die  Reihe  der  n  Grösen  erster  Stufe,  welche  ihre  Fache 
bilden,  gegenfeitig  frei  find,  oder  fofern  a  +  ß  -f-  /  =  n  ist. 

155.  Satz.  Für  die  Grösen  A,  B,  C  gilt  die  Gleichung 

[AB(ACj]  =  [AB  CA] 

auch  dann,  wenn  auch  B  und  C  zufammengefetzte  Grösen  find,  fofern 
nur  A  eine  einfache  Gröse  und  die  Summe  der  Klassen  der  drei 
Grösen  der  Stufe  des  Hauptgebietes  gleich  ist. 

Beweis.  Es  fei  B  =  SßfcDfc,  C  =  SycEc, 
wo  D  und  E  Zeuge  (Produkte)  von  einfachen  Grösen  find,  fo  ist 

[AB(AC)]  =  Sßbyc  [ADb(AEc)]  (nach  74) 

=  S/%c[ADßEcA]  (nach  153) 

=  [A(S/?BD8)(SycEc)A]  (nach  74) 

=  [ABCA] 

Wenn  A  eine  zufammengefetzte  Gröse  ist,  gilt  der  Satz  nicht  mehr  allgemein. 
Sei  z.  B.  A  =  ab  -[-  cd,  wo  a,  b,  c,  d  gegenfeitig  frei,  und  fei  B  =  c,  C  =  d, 

4  4 

fo  wird  in  Bezug  auf  ein  Gebiet  4ter  Stufe  (AB(AC)]  =  [(ab  -j-  cd)c((ab  -j-  cd)d)] 

4  4  4  4  4 

=  [abc(abd)],  da  [cdc]  und  [cdd]  verschwinden;  aber  [abc(abd)]  =  [abcd(ab)]. 
Alfo  wird 

4  4 

[AB(AC)]  =  [abcd(ab)] 
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156. 


Dagegen  wird  v 

4  4  4 

[ABCA]  =  [(ab  -f-  cd)cd(ab  -(-  cd)]  zp  [abcd(ab  -j-  cd)] 

4  4  4  4 

—  [ab cd  (ab)]  -f-  [aber!  (cd)]  =  [abcd(ab)]  -(-  [abcd(cd)] 

4 

Alfo  find  beide  Ausdrücke  um  [abcd(cd)]  von  einander  verschieden. 

Satz.  Für  drei  einfache  Grösen  A,  B,  C,  deren  Flach  nnllter  156. 
Klasse  ist,  gelten  die  drei  Gleichungen: 

1.  [AB(AC)]  =  [ABCA] 

2.  [AB(BC)]  =  [ABCB] 

3.  [AC(BC)]  =  [ABCC]. 

Beweis.  1.  Es  feien  die  Klassen  von  A,  B,  C  gleich  cg  /5,  y, 

11 

die  Stufe  des  Hauptgebietes  fei  n.  Da  nun  das  Flach  [ABC]  nullter 

11 

Klasse  fein  füll,  fo  muss  nach  126  auch  0  ==  (cc  -|—  ß  4-  y),  d.  h. 
a  -j-  ß  +  Y  durch  n  teilbar  fein,  mithin  da  cg  ß ,  y  kleiner  als  n  find, 
i  gleich  n  oder  gleich  2n  fein.  Wenn  a  -|-  ß  -J-  y  ==  n  ist,  fo  gilt  die 

I Formel  1  nach  154.  Wenn  a  -f-  ß  -f-  y  =  2n  ist,  fo  fei  A  =  A', 

B  =  B',  C  =  Cr  und  feien  a',  ß\  y'  die  Klassen  von  A',  B',  C',  fo 
ist  a  =  n  —  a,  ß'  —  n  — -  /?,  yf  =  n  —  y  (nach  130),  mithin  ist 
,  cd  -j-  ß'  4"  y'  =  3n  —  (a  +  ß  -j-  /)  =  3n  —  2n  ==  n.  Dann  aber  ist 

J[AB(AC)]  =  [Ä'-B'(Ä'-C')]  =  [A'B'-A'C']  (nach  147) 

=  [A'B'C'A'],  nach  155,  da  a'  -f  ß'  -f-  /  =  n.  Mithin 

Inach  148 


[A'-B'-C'-A7]  =  [ABC- A]. 

2.  Es  fei  [AB]  =  [BD],  fo  ist  D  von  gleicher  Klasse  mit  A, 
[mithin 


(nach  156,0 


[AB(BC)]  =  [BD(BC)]  =  [BDCB] 

=  [ABCB], 

lla  [BD]  —  [AB]  ist. 

3.  Es  fei  [BC]  =  [CD],  fo  ist  D  von  gleicher  Klasse  mit  B, 
nthin 


[AC(BC)]  =  [AC(CD)]  =  [ACDC] 
=  [ABCC], 


(156, 2) 


a  [CD]  =  [BC]  ist. 


R.  Grassmann,  Ausdehnungslehre. 


5 


157—158. 


Ausdehnungslehre. 
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157.  Satz.  Für  zwei  einfache  Grösen  A  und  C,  bei  denen  die 
Summe  der  Klassen  a  -f  y  der  Stufe  n  des  Hauptgebietes  gleich  ist, 
gelten  für  die  einfache  der  Gröse  A  untergeordnete  Gröse  B  die 
folgenden  Gleichungen: 

[A(£C)]  =  [ACB] 

[CBA]  =  [CAB]. 

Beweis.  Nach  117  ist  A  in  der  Form  BD  darstellbar,  mithin  ist 
[A(BC)]  =  [BD(BC)]  =  [BDCB]  (nach  156,0 

=  [ACB]  und 

[CB  .  A]  [CB(BD)]  ==  [CBDB]  (nach  156, 2) 

=  [CAB] 

158.  Satz.  Das  Enflach  zweier  einfachen  Grösen,  die  ungleich  Null 
find,  ist  dann,  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  Stufe 
ihres  verbindenden  Gebietes  den  grösten,  oder,  was  dasfelbe  ist, 
wenn  die  Stufe  ihres  gemeinschaftlichen  Gebietes  den  kleinsten  Wert 
hat,  den  fie  bei  den  Klassen  der  beiden  Fache  oder  Faktoren  und 
der  Stufe  des  Hauptgebietes  haben  kann,  oder 

Wenn  S  die  Klasse  des  verbindenden  Gebietes,  y  die  des  gemein¬ 
schaftlichen  ist,  und 

wenn  a  -j-  ß  7^  n,  d.  h.  wenn  das  Enflach  ein  fortschreitendes  oder 
stehendes  ist,  fo  ist 

n 

[AB]  £  0,  dann  und  nur  dann,  wenn 
a  +  ß  =  d,  oder,  was  dasfelbe  ist,  y  —  0;  ferner 
wenn  a  -f.  ß  ;>  n,  d.  h.  wenn  das  Enflach  ein  rückschreitendes  ist,  fo  ist 

n 

[AB]  £  0,  dann  und  nur  dann,  wenn 

r)  —  n,  oder,  was  dasfelbe  ist,  y  =  a  -f-  ß  —  n  ist. 

Beweis.  1.  Es  fei  «  -(-  ß  .<1  n,  fo  ist  das  Enflach  (nach  133) 
fortschreitend,  mithin  (nach  93^  92)  dann  und  nur  dann  Null,  wenü 
zwischen  feinen  einfachen  Fachen  eine  Hörigkeit  herrscht.  Wenn  alfo 

O 

n 

[AB]  =  0  ist,  (ö  lässt  fleh  (nach  19)  von  den  einfachen  Fachen  oder 

11 

Faktoren  des  Flaches  [AB]  eines  als  Yielfachenfumme  aus  den  a  -j-  ß  —  1 
übrigen  darstellen.  Dann  werden  mithin  fämmtliche  einfache  Fache 
jenes  Flaches  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  (a  +  ß)  ter  Stufe 

umfasst,  d.  h.  6  <  a  4-  ß-  Ist  hingegen  [AB]  ^  0,  fo  find  die  ein¬ 
fachen  Fache  diefes  Flaches  (nach  93)  gegenfeitig  frei,  ihr  verbindendes 


159-160. 
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Gebiet  ist  alfo  von  (a  -j-  ß)  ter  Stufe,  d.  h.  a  -f-  ß  =  d.  Alfo  ist, 

n 

wenn  a  -f  ß  n  ist,  [AB]  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden, 

wenn  a  4-  ß  =  S  ist.  Dann  aber  ist  nach  31  stets  auch  y  =  0. 

Endlich  ist,  wenn  a  4-  ß  <-  n  ist,  die  kleinste  Stufenzahl,  die 
das  den  Grösen  A  und  B  gemeinschaftliche  Gebiet  haben  kann,  Null, 

und  die  grösste,  die  das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  a  —  ß. 

2.  Wenn  dagegen  a  -p  ß  >  n  ist,  dann  haben  die  Gebiete  A 
und  B,  da  fie  von  ater  und  ßi er  Stufe  find,  nach  32  mindestens  ein 
Gebiet  (a  —  ß  —  n)ter,  d.  h.  /ter  Stufe  gemein.  Sei  demnach  C  eine 
Gröse  von  /  ter  Klasse  in  diefem  gemeinfamen  Gebiete,  dann  lassen 

lieh  A  und  B  (nach  117)  in  den  Formen  A  =  [CAJ,  B  =  [CBj] 
darstellen,  wo  Aj  und  BL  Grösen  von  der  Klasse  a  —  /  und  ß  —  / 

n 

find,  mithin  ist  [CA^J  von  nter  Klasse,  da  die  Klasse  /  -}-  a — /  -f  ß  — / 

=  a  -f-  ß  — /  =  n  ist.  Mithin  ist  nach  155 

[AB]  =  [CAjCCBj)]  =  [CA.BjC], 

n 

Hier  ist  aber  [C AXB, ]  von  nter  oder  mit  andern  Worten  von  nullter 
Klasse,  alfo  eine  Zahl,  und  diefe  ist  dann  uud  nur  dann  Null,  wenn 

[CAiBJ,  d.  h.  [ABJ  Null  ist.  Aber  nach  Beweis  1  ist  [AB/]  dann 

und  nur  dann  Null,  wenn  A  und  Bj  von  einem  Gebiete  von  niederer 

als  nter  Stufe  umfasst  werden,  aber  da  C  in  A  =  CA!  liegt,  fo  werden 

dann  auch  A  und  CB^  d.  h.  A  und  B  von  einem  Gebiete  niederer 

als  n  ter  Stufe,  umfasst,  d.  h.  S  C  n.  Somit  ist,  wenn  a  -[-  ß  n  ist, 

11 

[AB]  d  ann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  ==  n  ist. 

Dann  aber  ist  nach  32  auch  stets  /  =  a  4-  ß  —  n. 

Endlich  ist,  wenn  a  ß  7>  n  ist,  die  gröste  Stufenzahl,  die  das 
verbindende  Gebiet  haben  kann,  n,  alfo  (nach  31)  die  kleinste,  die 
das  verbindende  Gebiet  haben  kann,  a  4-  ß  —  n.  Mithin  ist  der 
Satz  158  in  allen  Teilen  bewiefen. 

Erklärung.  Wir  fetzen  das  Nein  einer  Gröse  A  (Zeichen  A,  159. 

gelefen  Nein  A)  gleich  dem  Enfiache  [AA'A'],  wo  A'  das  Flach 
derjenigen  n  gegenfeitig  freien  Grösen  a1a2---an  ist,  welche  in  A 

t-t  n 

nicht  Vorkommen  oder  A  3-,  [AA'A']  wo  [AA']  =  +  [ax  a  •  •  -an]. 

Wir  müssen  diefe  Erklärung  hier  eiiiftigen,  um  zu  einer  allgemeinen 
Geltung  für  die  Gefetze  der  Modlung  zu  gelangen. 

Satz.  Alle  Gefetze  der  Modlung  gelten  auch  noch,  wenn  man  160. 
überall  statt  der  ursprünglichen  Einheiten  erster  Klasse  eine  beliebige 

5* 


160. 
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Reihe  von  n  Grösen  erster  Klasse  fetzt,  welche  Vielfachenfummen 
derfelben  find,  und  deren  Enflach  1  ist. 

Beweis.  Es  feien  e^-'-en  die  ursprünglichen  Einheiten,  und 
a^-'-Ua  Vielfachenfummen  derfelben,  für  welche 

n 

[ai,a2  •  •  *an]  =  1  gilt. 

Es  fei  nun  F'  das  Flach  aller  in  der  Einheit  mter  Stufe  E  nicht 
vorkommenden  Einheiten  erster  Stufe  des  Hauptgebietes,  fo  ist  nach  138 

E  =  [EFF]. 

Sei  in  gleicher  Weife  A'  das  Flach  aller  in  A  nicht  vorkommender 
Grösen  a1,a2**‘an,  fo  ist  nach  159 

A  =  [AA'A']. 

Wir  müssen  nun  zunächst  beweifen,  dass  auch  für  diefe  Gröse  die 
in  Erklärung  133  aufgestellte  Bestimmung  ihre  Geltung  behält,  wenn 
wir  die  Grösen  a^-an  an  Stelle  der  ursprünglichen  Einheiten  ein¬ 
führen,  d.  h.  dass 

[AB]  =  [AB]  fei,  wenn  a  -f-  ß  (S  n  ist.  Wir  beweifen  den 

Satz  zunächst  für  den  Fall,  wenn  a  +  ß  n  ist. 

11 

1.  Sei  nun  zunächst  [AB]  =  0,  fo  müssen  (nach  156)  die  Gebiete 
A  und  B  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullt  er  Stufe,  alfo  ein  Gebiet 
yter  Stufe  oder  y  Fache  erster  Klasse  gemein  haben,  dann  werden 

M 

diefe  Fache,  da  A  nur  diejenigen  Fache  enthält,  welche  in  A  nicht 

M  M 

Vorkommen,  in  A  fehlen,  und  aus  gleichem  Grunde  auch  in  B,  alfo 

HH  |— | 

werden  A  und  B  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stufe 
umfasst,  alfo  ist  (nach  158) 

IlHH 

[AB]  =  0, 

mithin,  da  auch  [AB]  =  0  ist  und  die  Ergänzung  einer  Zahl  (nach  127j 
diefer  gleich  ist,  d.  h.  die  von  Null  felbst  Null  ist,  fo  ist 

Mn  n  m  m 

[AB]  =  [AB]. 

2.  Sei  ferner  [AB]  £  0,  fo  enthält  dasfelbe  a  -|-  ß  verschiedene 
Fache  erster  Klasse  der  Reihe  aj-'-an.  Sei  nun  C  das  Flach  der 

n  n 

übrigen  Fache,  fo  ist  (nach  91)  [ABC]  =  +  tai  *  •  •  an],  mithin,  da 

[a,  •  .  -an]  =  1  ist,  fo  ist  [ABC]  =  +  1.  Da  nun  [BC]  das  Flach  der 
in  A  nicht  vorkommenden  Fache  ist,  fo  ist  nach  (1er  hier  angenommenen 
Bezeichnung 

O 

A  =  [ABC(BC)],  ebenfo 
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161. 


B  =  [BAC(AC)]  und  [AB]  =  [ABCC] 
wo  [ABC]  und  [BAC]  wie  bewiefen  =  +  1  find,  oder  Zahlen  lind, 
mithin  ist  [AB]  —  [ABC][BAC][BC( AC)] 

=  [ABC][BAC][BAC  •  C]  (1 54, 8). 

Da  aber  [BAC]  ==  +  1  ist,  fo  ist  [BAC][BAC]  =  1.  Allo 

iim  M  n  Mn 

[AB]  =  [ABC-C]  =  [AB]. 

Es  gilt  alfo  die  Formel,  wenn  a  -|-  ß  n  ist. 

Dann  gilt  die  Formel  aber  auch,  wenn  a  -j-  ß  n  ist,  und  zwar 
folgt  diefer  Teil  des  Satzes  ganz  in  gleicher  Weife,  wie  Satz  147,9. 

Es  gilt  alfo  die  Erklärung  133,  auch  wenn  man  statt  der  ur¬ 
sprünglichen  Einheiten  die  Grösen  a,  •  •  •  •  an  einführt,  ebenfo  gelten 
alle  früheren  Sätze,  wenn  man  statt  der  n  ursprünglichen  Einheiten 
beliebige  gegenteilig  freie  n  Grösen  fetzt,  deren  Flach  nicht  Null  ist, 
alfo  auch,  wenn  man  statt  derfelben  die  Grösen  a,  ••••an  fetzt.  Aus 
diefen  früheren  Sätzen  und  der  in  der  Erklärung  festgestellten  Be¬ 
stimmung  find  aber  alle  folgenden  Gefetze  abgeleitet,  folglich  gelten 
auch  diefe  noch  bei  der  angegebenen  Einführung  der  Grösen  a,  •  •  -an 
statt  der  ursprünglichen  Einheiten  e^—en. 


Zu  bemerken  ist  hier,  dass  A  nicht  mit  A  zufammenfällt,  fo  z.  B.  ist  in 

3 

dem  Gebiete  dritter  Stufe  e^  e2,  e3,  wo  [ex  e2  e3]  =  1  ist,  die  Ergänzung  von 

_  3  _  3  _3  _  __  3  3 

ei  ~b  e2i  da  ei  —  [ea  e3],  e2  =  [e3ei]  ist,  [e2  -j-  e2]  —  ei  -j-  e2  —  [e2e3]  -f-  [e3  e^. 

Dagegen  ist,  wenn 

al  —  el  “b  e2i  a2  —  e2i  a3  —  e3 

ist  bei  Anwendung  der  Bezeichnung  in  obigem  Satze 

M  3  3  3 

Jp  —  Cal  a2  a3  (a2  a3)]  ~  [a2  a3l  =  [e2  e3F 

alfo  von  ai  um  [e^]  verschieden.  Im  folgenden  Abschnitte  wird  fich  ergeben, 
welche  Beziehungen  zwischen  ei---en  und  aj*--an  stattfinden  müssen,  wenn 
A  =  A  fein  Toll. 

Satz.  Wenn  161. 


1  =  [ai . ,  •  an]  =  [PF]  =  [AA']  =  [BB']  ==  [C  •  C']  =  •  •  • 
ist,  und  alle  diefe  Grösen  P,  P',  A,  A'  •  •  •  keine  anderen  Grösen  erster 
Klasse  enthalten,  als  die  der  Reihe  a^-an  angehören,  auch 

P  =  [ABC  •  •  •  ]  ist,  fo  ist  auch  P  =  [A'B'C'  •  ■  ■ 


Beweis.  Nach  Erklärung  159  ist,  da  1  =  [PP']  =  [AA'] 
P  =  [PP'P']  =  P',  A  =  [AA'A']  =  A'  u.  s.  w. 


162. 


70 


Ausdehmnu»slehre. 

o 


Da  nun  nach  160  alle  früheren  Sätze,  alfo  namentlich  auch  Satz  148 
noch  gelten,  fo  ist,  wenn  man  überall  das  Zeichen  m  statt  —  fetzt, 

i— n  iihhh 

[ABC-  -  •]  =  [ABC  -  -  •], 
mithin  P  =  [ABC  -  -  -]. 

Folglich,  da  P  ==  P',  A  =  A',  B  =  B',  C  =  C'  -  -  -  -  ist, 

P'  =  [A'B'C'-  -  -]. 

162.  Satz.  Wenn  man  aus  n  Grösen  erster  Klasse,  deren  Enflaeh 
gleich  1  ist,  die  Geschiedsflache  (die  multiplikativen  Kombinationen) 
zur  n  —  Iten  Klasse  bildet,  und  die  einfachen  Grösen  in  jedem 
Geschiedsflache  nach  dem  Abeee,  die  Flache  felbst  nach  dem  Lexikon 
ordnet,  unter  der  Annahme,  dass  die  Reihe  jener  n  Grösen  als  ein 
Abece  betrachtet  werde,  fo  ist  das  Enflaeh  aus  den  n  —  m  ersten 
diefer  Geschiedsflache  gleich  dem  Enfiache  aus  den  m  ersten  jener 
n  Grösen,  d.  h. 

n  n 

[An  •  •  •  •  Am  _|_  j]  =  [at  •  •  •  •  Um], 

n 

wenn  Ar  =  [ax  •  •  •  •ar_1ar_|_i  •  •  -au] 

n 

und  [ai  •  •  •  an]  —  1  ist. 

Beweis.  1.  Wir  wollen  zuerst  beweifen,  dass 

n  n 

[aA  •  •  •  •  ar  A  r]  ;:=  [aA  -  -  -  ar _ ]  ] 

fei.  Nach  der  Bezeichnung  im  Satze  ist 

n 

Ar  =  [aA  •  •  -ar_1ar_|_1- •  •  -an].  Mithin  ist 

n  n 

[aA  -  *  •  a.r  A r]  =  [aA  •  •  •  ar(aA  •  •  •  ar  —  Aar  _j_  x  •  •  •  an)] 

n  n 

=  [a,  •  •  •  arar _j_  A  •  •  •  an][aA  •  •  •  ar  —  x]  (153, A ) 

n 

==  [ai  ■  •  •  ar  _i], 

n 

da  [aA  •  •  •  an]  =  1  ist. 

2.  Mithin  ist 

n.  n  n 

[AnAn  _  x]  =  [aA  •  •  •  an  _  i  An  —  i]  =  [aA  •  *  •  an  —  2] 

n  n  n 

[ An An  —  i An  —  2]  =  [ai  *  •  •  -an_2An  —  2]  =  [ai  *  *  ’an  — 3] 
u.  f.  w.  Alfo 

n  n  . 

[An An  —  x •  •  •  An_r]  =  [aj  •  •  •  -an_r__x]. 

Mithin,  wenn  n  —  r  —  1  =  m  ist, 

n  d 

[AnAn_x  *  *  *  Am_^_  x]  =  [aj  •  •  •  am]. 
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Satz.  Wenn  F1F2--  *die  Geschiedsflache  ans  den  Fachen  erster  ^3. 
Klasse  einer  von  Null  verschiedenen  Gröse  B  find  und  Da  jedesmal 
aus  denjenigen  Fachen  von  B  besteht,  welche  in  Fa  fehlen,  auch  die 

x\  * 

Fache  fo  geordnet  find,  dass  jedesmal  [FaDa]  =  B  ist,  fo  ist  für  jede 
Gröse  A,  deren  Klasse  die  Klasse  von  Da  zu  der  des  Hauptgebietes 
ergänzt, 

[AB]  =  SfADaFa]  =  [ADiF,]  +  [AD2F2]  4 - . 

Beweis.  Es  fei  m  die  Anzahl  der  Fache  erster  Stufe  von  B; 
es  fei  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes,  a  die  Klasse  von  A,  und  fei 

B  =  [bi  b2  •  •  •  bm]. 

Da  nun  nach  der  Annahme  B  £  0  ist,  fo  find  (nach  93)  die 
Grösen  bi  *  •  -  bm  gegenfeitig  frei,  mithin  lassen  lieh  (nach  23)  zu  ihnen 
noch  n  —  m  Grösen  erster  Klasse  bm  +  i-^bn  von  der  Art  hinzufügen, 
dass  alle  Grösen  erster  Klasse,  welche  dem  betrachteten  Hauptgebiete 
angehören,  als  Vielfachenfummen  derfelben  dargestellt  werden  können. 

Auch  A  kann  dann  als  Gröse  a  ter  Klasse  in  der  Form 
A  — -  (Xi  Aj  — j—  CC2 Al)  — {—  •  •  •  •  — .  SöaAa 

dargestellt  werden,  wo  A1,A2,***  die  Geschiedsflache  aus  bL  *  •  •  bn 
zur  aten  Klasse  find.  Es  feien  diefe  Geschiedsflache  A1,AJ,«««  fo 
gewählt,  dass  jedesmal  Aa  aus  denjenigen  jener  n  Grösen  besteht, 
welche  in  Da  fehlen.  Dies  ist  allemal  möglich,  da  Da  nach  der 
Annahme  n  —  a  jener  Grösen  enthält.  Dann  ist,  da  nach  der  An¬ 
nahme  B  =  [FaDa]  ist 

[AB]  =  S[aaAaB]  =  Saa[AaB]  (73) 

=  bßa[Aa(FaDa)]. 

Da  nun  Fa  nur  folche  jener  n  Grösen  bA  -  -  -  bn  enthält,  die  dem  Da 
fehlen,  und  Aa  fämmtliche  der  in  Da  fehlenden  Grösen  bj  •  •  •  bQ  enthält, 

fo  ist  Fa  dem  Aa  untergeordnet,  alfo  (nach  157)  [Aa(FaDa)]  =  [AaDaFa], 

mithin  [AB]  =  Saa[AaDaFa]. 

ii 

Ferner  ist  aber  [AfrDa]  =  0  wenn  b  von  a  verschieden  ist,  weil  dann 
Ab  mindestens  ein  Fach  enthält,  das  auch  in  Da  vorkommt,  alfo  kann 

»  n 

man  statt  [AaDa]  schreiben  SßB[AbDa],  wo  (ich  die  Summe  nur  auf 
den  Zeiger  b  bezieht,  d.  h.  es  ist 

K.i[Aal)j]  =  Sc£t'[AbDa]  =  [SctfcAbDa]  [ADaJ. 
mithin  [AB]  =  S[ADaF„]. 


164—166. 
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11.  Die  reinen  und  die  gemischten  En  flache. 

Auch  in  cliefer  Nummer  fetzen  wir  in  allen  Sätzen  die  Stufe  des  Haupt¬ 
gebietes  gleich  n,  die  Klasse  der  Gröse  A  gleich  or,  die  der  Gröse  B  gleich  ß, 
die  der  Gröse  C  gleich  y  u.  f.  w.,  und  bemerken  dies  für  alle  Sätze  vorweg. 

164.  Erklärung.  Ein  rein  fortschreitendes  Modelflach  heist 
das  Modelflach  mehrer  Grösen,  wenn  diefe  keiner  andern  als  der 
fortschreitenden  Flachung  unterliegen. 

Ein  rein  rückschreitendes  Modelflach  heist  das  Model¬ 
flach  mehrer  Grösen,  wenn  diefe  keiner  andern  als  der  rückschreitenden 
Modlung  unterliegen.  Wenn  das  Gefammtflach  nullter  Stufe  ist,  fo 
kann  die  letzte  Modlung,  welche  dies  Gefammtflach  bildet,  nach  133 
fowohl  fortschreitend  wie  rückschreitend  fein. 

Beide  Arten  der  Flache  heisen  reine  Modelflache,  alle  andern 
gemischte. 

n 

Beispielsweife  ist  das  Enflach  [ABCD---HJ]  ein  rein  fortschreitendes,  wenn 

n  n  n 

das  Enflach  [AB],  ebenfo  das  Enflach  von  [AB]  mit  C,  das  Enflach  von  [ABC] 

n 

mit  D  jedes  fortschreitend  ist  u.  f.  w.,  endlich  auch  das  Enflach  von  [ABCD-  •  -H] 
mit  J  fortschreitend  ist.  Dagegen  heist  das  Enflach  ein  rein  rückschreitendes, 

n  n  n 

wenn  das  Enflach  [AB],  ebenfo  das  Enflach  von  [AB]  mit  C,  das  von  [ABC] 

n 

mit  D  jedes  rückschreitend  ist  u.  f.  w\,  endlich  auch  das  von  [ABCD  •  •  -H] 
mit  J  rückschreitend  ist.  Im  Hauptgebiete  dritter  Stufe  bildet  das  Dreiflach 

3 

[ab(ac)(bc)]  ein  Beispiel  des  rein  rückschreitenden  Modelflaches. 

n 

165.  Satz.  Wenn  ein  Enflach  mehrer  Grösen  [ABC--]  ein  rein  fort¬ 
schreitendes  ist,  fo  ist  das  der  Ergänzungen  [ABC**-]  ein  rein 
rückschreitendes  und  umgekehrt. 

Beweis.  Nach  144  gilt  der  Satz  für  zwei  Fache  oder  Faktoren, 

n  .  %  n - 

mithin  da  [AB]  ein  fortschreitendes  Flach  ist,  fo  ist  [AB]  ein  rück- 

n  n—  — 

schreitendes,  und  da  [ABC]  ein  fortschreitendes  ist,  fo  ist  [(AB)C]  ein 

rückschreitendes,  alfo  ist  [ABC]  ein  rein  rückschreitendes  u.  f.  w. 

16h-  Satz.  Ein  Enflach  von  m  Grösen  A,  B,  C, •  •  -L,  M  ist  ein  rein 
fortschreitendes,  wenn  die  Summe  der  Klassen  diefer  Grösen  ebenfo 
gros  oder  kleiner  ist  als  die  Stufe  (n)  des  Hauptgebietes,  hingegen 
ein  rein  rückschreitendes,  wenn  jene  Summe  ebenfo  gros  oder  gröser 
ist  als  n(m  —  1),  ein  gemischtes,  wenn  jene  Summe  gröser  als  n  und 
kleiner  als  n(m  —  1)  ist. 
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167. 


Beweis.  1.  Es  feien  a:ß,y-  •  •  die  Klassen  der  Grosen  A,B,C,*  •  •. 
Wenn  nun  a  ß  y  - [-•••  —  A-f*  jtt  n  ist,  fo  ist  auch  a  —  ß  <C  n, 

folglich  ist  das  Enflach  [AB]  (nach  133)  ein  fortschreitendes.  Ebenfo 

n 

ist  a  4-  ß  -f*  Y  <  n5  alfo  das  Enflach  der  zwei  Grosen  [AB]  und  C 

ein  fortschreitendes,  u.  f.  w.  Endlich  ist  auch  a-\-ß  -f  /  -j-  •  •  • 

n 

alfo  auch  das  Enflach  der  zwei  Grosen  [ABC*  •  *L]  und  M,  da  die 

Stufe  von  [ABC*  •  •  L]  (nach  146)  gleich  ct  — j—  -4-  /  -}—  •  *  *  -{—  A 
ist,  ein  fortschreitendes.  Ebenfo  folgt  das  Umgekehrte,  dass,  wenn 

[ABC*  •  *LM]  ein  rein  fortschreitendes  Flach  ist,  dann  auch  (X-\-ß-\-y  -j-  •  •  • 

-j-  ^  <:  n  fein  muss. 

2.  Wenn  a-f(? +' y-1-***-}-^  —  ^i^ufm  —  1)  ist,  fo  folgt : 

(n  —  a)  4-  (n  —  /?)  +  (n  —  y)  +  *  *  '  •  -f-  (n  —  X)  +  (n  —  fi)  n,  da 
m  die  Anzahl  der  Grosen  A,  B,  C,  •  •  •  L,  M  ist.  Da  nun  n  —  a  die 
Klasse  der  Ergänzung  von  A,  d.  h.  die  Klasse  von  A  ist  u.  f.  w., 
fo  ist  das  Flach  « 

[ABC*  *  *LM] 

n 

nach  Beweis  1  ein  rein  fortschreitendes,  folglich  (nach  165)  [ABC*  •  *LM] 
ein  rein  rückschreitendes. 

Satz.  Die  Klasse  eines  rein  fortschreitenden  Enflaches  ist  0,  16 
wenn  die  Summe  der  Klassen  feiner  Fache  oder  Faktoren  gleich 
der  Stufe  n  des  Hauptgebietes  ist,  in  jedem  andern  Falle  ist  die 
Klasse  jenes  Enflaches  gleich  der  Summe  der  Klassen  feiner  Fache 
oder  Faktoren.  Die  Klasse  eines  rein  rückschreitenden  Enflaches  ist 
=  o  —  (m  —  l)n,  wenn  a  die  Summe  der  Klassen  feiner  Fache  und 
m  die  Anzahl  diefer  Fache  ist. 

Beweis.  Für  zwei  Fache  oder  Faktoren  ist  der  Satz  bereits  in 

n 

145  bewiefen.  Ist  nun  das  Enflach  [ABC*  •  *LM]  ein  rein  fort¬ 
schreitendes  und  find  a,  /?,  y, •  •  -A,  [i  die  Klassen  von  A,  B,  C*  •  *L,  M, 

fo  ist  die  von  [AB]  =  a  -j-  ß,  die  alfo  von  [ABC]  =  a  +  ß  +  y 

n 

u.  f.  w. ;  alfo  die  von  [ABC*  •  •  L]  =  a  -j-  -|-  /  -{—  -  *  •  A.  Ist  nun 

a  4“  ß  +  Y  4*  *  *  *  + ^  +  l1  <  n,  fo  ist  nach  demfelben  Satze  (145)  die 

n 

Klasse  von  [ABC •  •  •  LM]  =  a  +  jS  +  )'+----|-A  +  ,« ,  wenn  aber 
«  +  (?  +  y) - f24-|W  =  n  ist,  fo  ist  fie  nach  demfelben  Satze  null. 

n 

Ist  zweitens  das  Modelflach  [ABC*  •  *LM]  ein  rein  rückschreitendes,  fo 
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n 

ist  nach  dem  angeführten  Salze  die  Klasse  von  [AB]  gleich  «4-/2  —  n, 

alfo  die  von  [ABC]  gleich  a  -j-  ß  —  n,  alfo  die  von  [ABC]  gleich 
a  4  ß  4"  Y  —  2n  u-  £  w.,  alfo  wenn  m  die  Anzahl  der  Fache  von 

[ABC  -  •  -LM]  ist,  die  Stufenzahl  diefes  Flaches  =  a  4-  ß  -f-  Y  4'  *  *  * 
4~  A  4"  —  (m  —  l)n. 

168.  Satz.  Das  Gebiet  eines  rein  fortschreitenden  Enflaches  ist  gleich 
dem  die  fämmtlichen  Fache  desfelben  verbindenden  Gebiete,  und  das 
Gebiet  eines  rein  rückschreitenden  Enflaches  ist  gleich  dem  für  die 
fämmtlichen  Fache  desfelben  gemeinschaftlichen  Gebiete,  fofern  in 
beiden  Fällen  das  Enflach  nicht  null  ist. 

Beweis.  1.  Es  fei  [AB.---]  ein  rein  fortschreitendes  Flach 

n  n 

und  A  =  [at  •  •  •  -aq],  B  =  [bx  •  •  -br],  u.  f.  w.,  wo  al5*  •  -aq,  bl9*  •  -br, 
u.  f.  w.  Grösen  erster  Klasse  lind,  dann  ist  alfo 

n  n 

[AB  •  •  *  ]  [(at  •  •  •  aq)Cbt  •  •  •  •  br)  ••••]. 

In  dem  fortschreitenden  Flache  kan»  man  nun  (nach  116)  die  Klammern 

n 

weglassen  und  es  wird  der  letzte  Ausdruck  =  [at  •  •  «a^  •  •  «br*  •  •  •]. 

Das  Gebiet  des  Enflaches  ist  alfo  nach  108  das  aus  den  einfachen 
Grösen  aA,*  •  -aq,  bt,  •  •  -br, •  •  •  •  ableitbare  Gebiet.  Ebenfo  ist  das 
Gebiet  von  A  das  aus  at,.  •  «aq  ableitbare  Gebiet  u.  f.  w.  und  nach  30 
ist  das  aus  den  Grösen  zweier  oder  mehrer  Gebiete  A,  B,  •  *  *  ableitbare 
Gebiet,  oder  die  Summe  diefer  Gebiete  das  diefe  verbindende  Gebiet, 

n 

alfo  ist  das  Gebiet  des  fortschreitenden  Flaches  [AB-  •  ■]  das  die  Fache 
oder  Faktoren  A,  B,  •••  verbindende  Gebiet. 

n 

2.  Es  fei  [AB]  ein  rein  rückschreitendes  Enflach  ungleich  null, 
alfo  die  Summe  der  Stufenzahlen  a  und  ß  der  Fache  A  und  B  gröser 
als  n,  dann  haben  A  und  B  ein  Gebiet  a  4“  ß  —  n  ter  Stufe  gemein  • 
aber  auch  kein  Gebiet  höherer  Stufe,  weil  fönst  (nach  158)  das  Flach 
null  fein  würde.  Alfo  lassen  fleh  JA  und^B  auf  ein  gemeinschaftliches 
Fach  D  von  a  -f-  ß  —  n  ter  Stufe  von  der  Art  bringen,  dass  A  =  DF, 
B  =  DG  und  D,  F,  G  einfache  Grösen  find ;  dann  ist  nach  156, t 

[AB]  =r  [DF(DG)]  ==  [DFG  •  D]. 

Hier  ist  [DFG]  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  alfo  ist  das  Gebiet 

n 

von  [AB]  =  D  gleich  dem  den  Fachen  A  und  B  gemeinschaftlichen 
Gebiete.  Tritt  nun  noch  ein  Fach  C  hinzu,  fo  wird  ganz  in  gleicher 
Weife  das  Gebiet  von 
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[ABC]  =  [DC]  =  E, 

wenn  E  das  dem  D  und  C  gemeinschaftliche  Gebiet  ist,  alfo  das  dem 
A,  B,  C  gemeinschaftliche  u.  f.  w. 

Satz.  In  einem  reinen  Enflache  kann  man  Klammern  beliebig  169 
fetzen  und  weglassen,  d.  h.  es  ist 

[A(BCj]  =  [ABC], 

n 

wenn  [ABC]  ein  reines  Enflach  ist. 

Beweis.  1.  In  dem  rein  fortschreitenden  Flache  kann  man 
nach  116  die  Klammern  beliebig  fetzen  oder  weglassen. 

n 

2.  Wenn  das  Enflach  [ABC]  ein  rein  rückschreitendes  ist,  fo 

ist  nach  165  das  Enflach  [ABC]  ein  rein  fortschreitendes,  alfo  nach 
Beweis  1 

[A  (BC)]  =  [ABC], 
d.  h.  nach  151 

[A(BC)]  =  [ABC]. 

Satz.  Ein  reines  Enflach  verändert  feinen  Wert  nicht,  wenn  170 
man  feine  Fache  in  lauter  Fache  erster  bezüglich  (n  —  1)  ter  Klasse 
auflöft,  je  nachdem  das  gegebene  Enflach  fortschreitend  oder  rück¬ 
schreitend  war.  Das  fortschreitende  Enflach  bleibt  auch  in  Bezug  auf 
diefe  neuen  Fache  fortschreitend  und  ebenfo  das  rückschreitende  En¬ 
flach  bleibt  auch  in  Bezug  auf  die  neuen  Fache  rückschreitend  oder 

Wenn  P  =  [AB  •  •  G] 

ein  reines  Enflach  der  Fache  A,  B,  •  •  •  G  ist,  und 

n  n  n 

A  =  [at  •  •  •  aq],  B  =  [aq_|_  j  •  •  •  •  ar]  u.  f.  w.,  G  =  [as  _j_  i  •  •  •  •  at] 
und  a^—at  Grösen  erster  oder  (n  —  l)ter  Klasse  find,  je  nachdem 

n 

das  Enflach  [AB---G]  ein  fortschreitendes  oder  rückschreitendes  ist, 
fo  ist  auch 

u 

P  =  [a^  •  *  *  •  at] 

und  zwar  ist  auch  dies  Enflach  ein  rein  fortschreitendes  oder  rück- 

Tl 

schreitendes,  je  nachdem  das  gegebene  Enflach  [AB---G]  es  war. 

u 

Beweis.  Es  fei  das  Enflach  [AB-‘-G]  ein  rein  fortschreitendes, 
fo  ist  die  Summe  der  Klassen  von  A,  B,  •  •  •  G,  d.  h.  t,  kleiner  als  n, 
fomit  bleibt  es  auch  nach  166  ein  rein  fortschreitendes  in  Bezug  auf 

n 

die  Fache  at  •  •  •  -  af,  wenn  man  [ax  •-  -aq]  statt  A  fetzt  u.  f.  w.,  mithin 


171—172. 


Ausdehmingslehre. 


76 


kann  man  nach  169  die  Klammern  weglassen  und  erhält  P  — [a1  a2  •  •  •  •  at]. 

n 

Wenn  aber  [AB---G]  ein  rein  rückschreitendes  Enflach  ist,  fo  wird 

[AB  -  •  -G]  nach  165  ein  rein  fortschreitendes,  und  wenn  A  =  [ax  •  •  -aq] 
ist  u.  1.  w.,  und  at, . at  Gröseri  (n  —  l)ter  Klasse  find,  fo  ist 

A  =  [ai*’*aq]  u.  f.  w.,  wo  a^.-at  Grösen  erster  Klasse  find,  fomit 
nach  Beweis  1 

[AB.  •  -G ]  =  jai . äj. 

Mithin  nach  151  auch 

[AB  •  .  •  •  G]  =  [at  •••  •  at], 

und  dies  nach  165  ein  rein  rückschreitendes  Enflach. 

171.  Satz.  Wenn  «,/?•*•  Klassen  der  Fache  eines  reinen  Enflaches  P 
und  cp  die  Klasse  des  Enflaches,  ferner  S  die  Stufenzahl  des  ver¬ 
bindenden,  y  die  des  gemeinschaftlichen  Gebietes  ist,  fo  ist 

1)  wenn  das  Enflach  P  ein  fortschreitendes  ist,  P  dann  und  nur 
dann  ein  von  Null  verschiedenes  Enflach  der  Klasse  d,  wenn 

d  =  cl  -\-  ß  +  •  • 

2)  wenn  das  Enflach  P  ein  rückschreitendes  ist,  fo  ist  P  dann 
und  nur  dann  ein  von  Null  verschiedenes  Enflach  der  Klasse  y,  wenn 

y  =  a  - f-  ß  +  •  —  (m  —  l)n  ist. 

Beweis.  1.  Wenn  das  Enflach  P  ein  fortschreitendes  ist,  fo 
kann  man  die  Fache  oder  Faktoren  nach  170  in  lauter  Fache  erster 
Klasse  auflöfen;  die  Anzahl  diefer  Fache  erster  Klasse  ist  nach  109 
gleich  a  -j-  ß  -f-  •  •  •  ;  das  Flach  diefer  Fache  ist  nach  93  und  92 
dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die  Fache  erster 
Klasse  gegenseitig  frei  ßnd,  d.  h.  nach  21  wenn  das  verbindende 
Gebiet  von  (a  -\-  ß  +  •  •  *)ter  Stufe,  alfo  6  —  a  +  ß  +  •  •  •  ist.  Dann 
ist  die  Klasse  des  Flaches  nach  109  =  a  -f-  ß  +  4  •  * ,  d.  h.  =  d. 

2.  Wenn  das  Enflach  P  ein  rückschreitendes  ist,  fo  gilt  der 
Satz  zunächst  für  zwei  Fache.  Denn  nach  158  ist  P  dann  und  nur 
dann  von  Null  verschieden,  wenn  y  =  a  -f-  ß  —  n,  und  nach  145  ist 
auch  cf  =  a  +  ß  —  n,  das  heist  cp  =  y.  Mithin  gilt  der  Satz  für 
zwei  Fache.  Durch  wiederholte  Anwendung  erhält  man  daraus  den 
Satz  für  beliebig  viele  Fache. 

172.  Satz.  Ein  reines  Enflach  bleibt  lieh  felbst  deckend,  wenn  man 
die  Ordnung  der  Fache  oder  Faktoren  beliebig  ändert,  d.  h.  Pa,b  =  Pb,a- 

Beweis.  1.  Es  fei  zuerst  das  Enflach  [AB]  ein  fortschreitendes, 
fo  ist  nach  89 
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[AB]  =  (—  J)^'[BA],  mithin  [AB]  =  [BA], 

d  #  n— .c — 

Sei  dagegen  das  Entlach  [AB]  ein  rückschreitendes,  fo  ist  [AB]  nach 
165  ein  fortschreitendes  Enflach  und  da  n  —  a  und  n  —  ß  die  Klassen 
von  A  und  B  find 

[AB]  =  (—  1)(Q-  «Kn-/[BÄ], 
folglich  nach  151 

[AB]  =  ( —  i)(n  —  «)(n  —  ^3)[BA],  mithin  auch  [AB]  =  [BA]. 

2.  Es  fei  ferner  das  Enflach  [PAB],  wo  A  und  B  zwei  auf 
einander  folgende  Fache  find,  ein  reines,  fo  ist 

O  1 

[PAB]  =  [P(AB)]  (169) 

=  [P(BA)]  (nach  172,0 

=  [PBA]  (169), 

mithin  [PAB]  ==  [PBA]. 

3.  Indem  man  nun  zwei  auf  einander  folgende  Fache  vertauscht, 
fo  kann  man  nach  und  nach  jedes  Fach  auf  jede  beliebige  Stelle 
bringen,  alfo  den  Fachen  jede  beliebige  Ordnung  geben,  während  dabei 
nach  Beweis  2  das  Enflach  lieh  deckend  bleibt. 

Satz.  Wenn  ein  reines  Enflach  zwei  Fache  enthält,  deren  173. 
Klasse  nicht  null  ist,  und  deren  eines  dem  andern  untergeordnet  ist, 
fo  ist""  das  Enflach  null,  oder 

Es  ist  Pa,b  ==  0,  wenn  P  reines  Enflach  und  von  den  Grösen 
A  und  B  eine  der  andern  untergeordnet  ist. 

Beweis.  1.  Seien  von  den  Grösen  A  und  B  die  eine  der 
andern  untergeordnet,  etwa  B  dem  A,  fo  ist  B  das  gemeinschaftliche 

n 

Gebiet  und  A  das  verbindende,  alfo  ist  das  Enflach  [AB]  =  0,  da 
die  Stufe  von  B  7>  0,  und  die  von  A  <7  n  ist  nach  158 

2.  Wenn  nun  das  Enflach  Pa,  b  zwei  Fache  A  und  B  enthält, 
deren  eines  dem  andern  untergeordnet  ist,  fo  kann  man  nach  172  die 
Fache  oder  Faktoren  fo  ordnen,  dass  A  und  B  auf  einander  folgen, 
wobei  das  Flach  ficli  felbst  deckend  bleibt.  Dann  kann  man  nach  169 
diefe  beiden  Fache  in  eine  Klammer  schliesen.  Ihr  Enflach  ist  null 
nach  Beweis  1,  mithin  ist  ein  Fach  oder  Faktor  von  P  null,  alfo  auch 
P  felbst  null. 

u 

Satz.  Ein  gemischtes  Enflach  dreier  Grösen  [ABC]  ist  dann  174, 

n 

und  nur  dann  null,  wenn  entweder  [AB]  =  0  ist,  oder  alle  drei 
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Grösen  A,  B,  C  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stufe  um¬ 
fasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  0  ter  Stufe  gemein 
haben. 

Beweis.  Es  fei  nach  166  a  -[-  ß  y  n  und  <  2n.  Ferner 

n 

fei  [AB]  ^  0,  und  fei  zuerst  a  +  ß  ;>  n  etwa  =  n  -f-  J,  fo  lassen  ficli 
na<di  135  A  und  B  auf  ein  gemeinschaftliches  Fach  £ter  Stufe  Z 
bringen,  fo  dass  A  =  ZA',  B  =  ZB'  ist;  dann  ist 

[AB]  =  [ZA'B'Z]  (156,,), 

n  n 

mithin  da  [AB]  nach  der  Annahme  ^  0  ist,  fo  muss  auch  [ZA'B']  £  0 
fein.  Dann  ist 

[ABC]  =  [ZA'B'(ZCj] 

alfo,  da  [ZA'B']  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  fo  ist  [ABC] 

D  n 

dann  und  nur  dann  null,  wenn  [ZC]  es  ist.  Die  Stufe  von  [ZC]  aber 
ist  =  £-\-y  =  a-\-ß  —  n  /,  alfo  C  n,  da  a  -f-  ß  +  y  <  2n  ist. 

n 

Alfo  ist  das  Enflach  [ZC]  nach  158  dann  und  nur  dann  null,  wenn 
Z  und  C  ein  Fach  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben,  d.  h. 
(da  Z  das  gemeinfame  Fach  von  A  und  B  ist)  wenn  A,  B  und  C  ein 
Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben. 

4  O 

11 

Es  fei  zweitens  a  -(-■ ß  <Ln,  fo  ist  [AB]  ein  fortschreitendes  Enflach, 

n  n 

mithin,  da  [AB]  nach  der  Annahme  £  0  ist,  das  Enflach  [ABC]  nach 

n 

158  dann  und  nur  dann  null,  wenn  [AB]  und  C,  d.  h.  A,  B  und  C, 
von  einem  Gebiete  niederer  als  nter  Stufe  umfasst  werden.  Der  Satz 
ist  hiermit  bewiefen. 

175.  Satz.  Die  Ordnung,  in  welcher  man  mit  zwei  einfachen  Grösen, 
deren  eine  der  andern  untergeordnet  ist,  fortschreitend  modelt,  ist 
gleichgültig  für  das  Ergebniss,  d.  h. 

n  n 

[ABC]  —  [ACB],  wo  B  dem  C,  bez.  C  dem  B  untergeordnet  ist. 

Beweis.  Wenn  B  von  nullter  Stufe,  d.  h.  eine  Zahl  ist,  fo 

findet  nach  4  die  Gleichheit  beider  Seiten  statt.  Wenn  die  Enflache 

nicht  gemischt  find,  fo  lind  beide  Seiten  nach  173  null  mithin  ist  der 

11 

Satz  nur  noch  zu  erweifen  für  den  Fall,  dass  das  Enflach  [ABC] 
gemischt  ist  und  zugleich  B  von  höherer  als  nullter  Stufe  ist.  Es  ist 
für  dielen  Fall  a  -f-  ß  +  Y  >  11  und  <7  2n,  durch  ß  von  Null  ver¬ 
schieden  und  zugleich  ß  y,  da  B  dem  C  untergeordnet.  Wir 
nehmen  zunächst  an,  A  fei  eine  einfache  Gröse;  dann  find  nur  drei 
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Fälle  möglich :  entweder  es  ist  a  y  <C.  n,  oder  es  ist  a  +  Y  ^  n 
und  dabei  a  -f-  ß  n,  oder  es  ist  a  +  ß  ;>  n. 

a.  Es  fei  zunächst  a  -j-  y  <C  n,  fo  werden  die  drei  Grösen  A,  B,  C 
von  einem  Gebiete  a  -f-  /1er  Stufe,  alfo  von  einem  Gebiete  von  niederer 
als  nter  Stufe  umfasst,  da  B  dem  C  untergeordnet  ist,  fomit  find  nach 

173  fowohl  [ABC]  als  [AGB]  null,  alfo 

[ABC]  =  [ACB]. 

b.  Sei  demnächst  a  4-  Y  11  U11(^  a  ß ersteres  etwa  =  n  -f-  f, 
wo  £  auch  null  fein  kann,  fo  müssen  nach  135  fich  A  und  C  auf 
ein  gemeinschaftliches  Fach  Z  von  f  ter  Stufe  bringen  lassen  in  der 

Art,  dass  C  ==  [ZC']  ist,  wo  Z  und  C'  einfache  Grösen  find  und  Z 
dem  A  untergeordnet  ist.  Dann  ist  C'  von  (y  —  £ )  ter  Stufe,  alfo  die 
Summe  der  Klassen  von  A  und  C'  gleich  «  4-  Y  —  ?  —  lb  a^° 
nach  157 

[AC]  =  [A'ZC  ]  =  [AC'Z],  mithin 
[ACB]  =  [AC'(ZB)] 

n 

Das  Entlach  [ZB]  i,t  hier  ein  fortschreitendes ;  denn  es  ist  f  -(-  ß 
=  a  4"  ß  4~  Y  — ■  n  <  n,  da  ja  das  Entlach  ein  gemischtes  fein  follte. 

D 

Sei  nun  zunächst  [ZB]  null,  fo  haben  nach  158  Z  und  B  ein 
Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein,  dann  haben  aber  auch, 
da  Z  dem  A  untergeordnet  ist,  A  und  B  dies  Gebiet  gemein;  das 

0  7  0  7 

n 

Entlach  [AB]  ist  aber,  da  a  -f-  ß  <".  n  ist,  ein  fortschreitendes,  alfo  ist 

'  .  .  n  n 

es  nach  158  null,  mithin  ist  auch  [ABC]  =  0,  ebenfo  wie  [ACB],  und 
folglich  beide  einander  gleich. 

o  o 

n 

Sei  dagegen  [ZB]*  0,  fo  ist,  da  Z  und  B  beide  dem  C  unter- 

n 

geordnet  find,  auch  ihr  verbindendes  Gebiet  [ZB]  dem  Gebiete  von  C 

n 

untergeordnet,  alfo  kann  C  nach  117  in  der  Form  [ZBF]  dargestellt 
werden,  wo  F  wieder  eine  einfache  Gröse  ist.  Dann  wird,  da  wir 
oben  C  =  ZCr  fetzten,  C'  =  BF  gefetzt  werden  können,  und  man  erhält  : 

[ACB]  =  [AC'(ZB)]  =  [ABF(ZB)]. 

Ferner  ist  aber  auch,  da  Z  dem  A  untergeordnet,  alfo  auch 

n  u  n  n 

[ZB]  dem  [AB]  untergeordnet  und  [ABF]  ==  [AC']  von  nullter  Klasse 
ist,  wie  dies  oben  bewiefen,  auch  : 

[ABC]  =  [AB(ZBF)]  =  [ABF(ZB)] 


(nach  157). 
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Mithin  ist  [ACB]  =  [ABC]. 

c.  Sei  endlich  a  -f-  ß  7>  n,  fo  find,  da  /?_<!  y,  auch  (n  — a)  -f~  (n  — ß) 
und  (n  —  a)  -]-  (n  —  y)  <  n,  alfo  dann,  da  n  —  a,  n  —  (?,  n  —  y  die 
Klassen  der  Ergänzungen  von  A,  B,  G  find, 

[ABC]  =  [ACB]  (nach  175,0 

alfo  nach  151 

[ABC]  m  [ACB]. 

Alfo  ist  der  Satz  bewiefen,  fofern  A  eine  einfache  Gröse  ist. 

d.  Sei  endlich  A  eine  zufammengefetzte  Gröse,  fo  ist  fie  immer  nach 
108  eine  Vielfaehenfumme  von  einfachen  Grösen.  Es  fei  A  —  S«aAa, 
wo  alle  Aa  einfache  Grösen  lind,  fo  ist 

[ABC]  =  S«a[AaBC]  (73) 

=  Sßa[AaCB]  (nach  175,  0 

=  [ACB]  (73). 

170  Satz.  Wenn  A,  B,  C  drei  einfache  Grösen  find,  fo  find  die 

n  n 

Enflache  [ABC]  und  [ACB]  nur  in  folgenden  Fällen  deckend  oder  es  ist 

[ABC]  =  [ACB],  nur  dann, 

a)  wenn  a  +  ß  +  Y  ^  n  ist,  dann  ist 

[ABC]  =  (—  l/5'[ACB], 

b)  wenn  a  +  ß  +  y  OO  2n  ist,  dann  ist 

[ABC]  =  (—  l)(n-£)(n-;o[ACB], 

c)  wenn  [ABC]  ein  gemischtes  Enflach  ist  und  A,  B  und  C 
entweder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter  Stufe  gemein 
haben  oder  von  einem  Gebiete  von  niederer  als  nter  Stufe 
umfasst  werden;  dann  ist 

[ABC]  =  [ACB]  =  0, 

n  n 

d)  wenn  [AB]  und  [AC]  null  find,  dann  ist 
[ABC]  =  [ACB]  ==  0, 

e)  wenn  a  +  ß  -j-  y  =  n  -(-  t  ist  und  B  und  C  entweder  ein 
Gebiet  von  tter  Stufe  gemein  haben  oder  von  einem  Gebiete  tter  Stufe 
umfasst  werden;  dann  ist 

[ABC]  =  (—  i)V“  tx,'-l)[ACB], 

f)  wenn  B  dem  C  untergeordnet  ist;  dann  ist 

n  n 

[ABC]  = 
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Beweis,  a.  Die  erste  Formel  ist  in  89  bewiefen. 

b.  Wenn  a  +  /?  +  y  >  2n  ist,  fo  ist  (n  —  a)  +  (n  —  ß) 

+  (n  —  y)  <7  n,  folglich,  da  n  —  a,  n  —  /?,  n  —  y  die  Klassen  der 

Ergänzungen  von  A,  B,  C  ßnd,  fo  ist  in  diefern  Falle 

[ABC]  =  (—  l)(n  -  /SXn  -  ^[ACB]  (nach  176, a) 

Alfo  nach  151 

[ABC]  =  (—  l)(»-/ö(»-W[ACB]. 

Da  in  beiden  Fällen  a  ß  y  entweder  <7  n  oder  >  2n  war, 

fo  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo  a  -f-  ß  +  Y  n  und  <  2n  ist,  alfo 

der  Fall  des  gemischten  Enflachs. 

n 

c.  Angenommen  zuerst  [ABC]  fei  null.  Ein  gemischtes  Enflach 

n  n 

[ABC]  ist  nach  174  dann  und  nur  dann  null,  wenn  entweder  [AB]  =  0 
ist,  oder  alle  drei  Grösen  A,  B,  C  von  einem  Gebiete  niederer  als 
nter  Stufe  umfasst  werden,  oder  ein  Gebiet  von  höherer  als  nullter 
Stufe  gemein  haben.  Tritt  einer  der  beiden  letzten  Fälle  ein,  fo  ist 

fowohl  [ABC]  als  [ACB]  null,  und  alfo  [ABC]  =  [ACB]  =  0,  fomit 
Formel  (c)  bewiefen. 

d.  Wenn  [AB]  =  0  ist.  Wenn  hier  [ABC]  mit  [ACB]  deckend 

n 

fein  foll,  fo  muss  auch  [ACB]  null  fein,  dies  kann  aber,  da  die  beiden 
Fälle  der  Formel  c  ausgeschlossen  find,  nicht  anders  geschehen  als 

n 

wenn  auch  [AC]  null  ist,  und  es  tritt  alfo  dann  der  Fall  (d)  ein.  Es 
bleiben  alfo  nur  noch  die  Fälle  des  von  Null  verschiedenen  gemischten 
Enflaches  übrig. 

e.  Da  a  -f-  ß  -f-  y  ;>  n  und  <  2n  ist,  fo  können  wir  a  +  ß  +  y 
=  n  4"  t  fetzen,  wo  t  ;>  0  und  <  n  ist.  Nun  find  hier  wie  in  175 
drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens  der,  wo  die  Summen  a  -f-  ß  und 

n  n 

a  y  beide  kleiner  als  n  ßnd.  Dann  ist,  da  [AB]  und  [AC]  dann 
von  Null  verschiedene  fortschreitende  Enflache  ßnd,  a  -f-  ß  die  Klasse 

n  n  n 

von  [AB]  und  a  +  y  die  von  [AC].  Dann  haben  [AB]  und  C  nach  31 
ein  Fach  oder  einen  Faktor  von  a  -f  ß  -j~  7  —  nter,  d,  h.  tter  Klasse 

gemein.  Diefer  fei  Z,  und  fei  C  =  [^C7],  fo  ist  die  Summe  der 

Klassen  von  A,  B,  C'  gleich  n,  alfo  [ABC7]  eine  Zahl,  und  Z  ist  dem 

n 

[AB]  untergeordnet.  Mithin  ist  dann  nach  157 
[ABC]  =  [AB(ZC7)]  =  [ABC7  -Z]  —  Z. 

R.  Grassraann,  Ausdehnungslehre. 
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Mithin  muss,  wenn  [ABC]  =  [ACB]  fein  foll,  auch  [ACB]  =  Z  fein, 


d.  h.  [AC]  und  B  müssen  lieh  auf  ein  mit  Z  deckendes  gemeinschaft¬ 
liches  Fach  bringen  lassen,  d.  h.  auf  das  Fach  Z  fei  bst ;  mithin  muss 
Z  dem  B  untergeordnet  fein,  es  war  aber  auch  dem  C  untergeordnet, 
d.  li.  B  und  C  lassen  fich  auf  das  gemeinschaftliche  Fach  tter  Klasse  Z 
bringen,  oder  ße  haben  ein  Gebiet  tter  Stufe  gemein.  Es  fei 


B  =  [ZF],  fo  ist 

[ABC]  ==  [AB(ZC')]  =  [ABC'Z] 

=  £A(ZFjC'Z]  =  [AZFC'Z] 
[ACB]  =  [AC(ZFj]  =  [ACFZ] 

=  [  A(ZC')FZ]  ==  [  AZC'F  •  Z] 


(157) 

(169) 

(157) 

(169). 


Da  nun  C  =  [ZC']  war,  fo  ist  C'  von  (y  —  t)  ter  Klasse,  und  da 
B  =  [ZF]  war,  fo  ist  F  von  (ß  — - 1)  ter  Klasse,  mithin 

[AZFC'Z]  =  (—  l)V-tx,,-‘)[AZC'FZ]  (89), 

alfo 


[ABC]  =  (—  i)V-  t)c,'-°[ACB], 
d.  h.  es  ergiebt  ßch  der  erste  Teil  der  Formel  e. 


Seien  hingegen  die  beiden  Summen  a  4*  ß  und  a  -}-  y  gröser 
als  n,  fo  find  die  Summen  (n  —  a)  -j-  (n  —  ß)  und  (n  —  a)  +  (n  —  y) 
kleiner  als  n,  und  (n  —  a)  -f-  (n  —  ß)  +  (n  —  y)  =  n  (n  —  t). 
Folglich  ßnd  in  diefem  Falle  (nach  dem  ersten  Teile  der  Formel  e) 

die  Enflache  [ABC]  und  [ACB]  nur  dann  einander  deckend,  wenn 
ßch  B  und  C  auf  ein  gemeinschaftliches  Fach  von  (n  —  t)  ter  Klasse 

bringen  lassen.  Diefes  fei  Z  und  fei  B  =  [ZF],  C  =  [ZC'],  fo  ist 
(nach  dem  ersten  Teile  von  e) 

[ABC]  =  (-  lyt-^Ct-^ÄCB]. 


Aber  nach  147  ist  dann 
B  =  [ZF],  C  =  [ZC'] 

[ABC]  =  (—  l)(‘-jSMt-J')[ACB]  =  (—  1)V  -  W  ~  4)[ACB], 
d.  h.  es  ist  der  zweite  Teil  der  Formel  (e)  bewiefen,  auch  werden 

dann  B  und  C  beide  (da  das  Flach  B  =  [ZF]  ist  und  zugleich  B  von 
Geringerer  Stufe  als  Z  ist,  mithin  als  rückschreitendes  Enflach  erscheint, 

O  O  J  ' 
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und  ebenfo  C  =  [ZC'],  und  alfo  B  und  C  beide  dem  Z  untergeordnet 
find)  von  dem  Gebiete  Z  umfasst. 

f.  Es  bleibt  fomit  nur  noch  der  Fall  übrig  wo  von  den  Summen 

a  4*  ß  und  a  -f*  Y  die  eine,  etwa  die  erstere,  ebenfo  gros  oder  kleiner, 

die  andere  ebenfo  gros  oder  gröser  als  n  ist.  Dann  lassen  fich  nach  31 

o  o 

n 

[AB]  und  C  auf  ein  gemeinschaftliches  Fach  a  -f-  ß  4"  Y  —  nter,  d.  h. 

tter  Klasse  bringen.  Diefes  fei  Z,  und  fei  C  =  [ZG]  (wo  C'  von 
nullt  er  Klasse,  wenn  a  -f-  ß  =  n  ist),  fo  wird 

[ABC]  =  [  AB(ZC')]  =  [ABC'Z]  (157). 

Ferner  fei  a  -f-  y  =  n  -j-  u,  fo  haben  A  und  C  ein  Fach  von 

uter  Klasse  gemein,  diefes  fei  F,  und  fei  C  =  [FG],  fo  ist 

[AC]  =  [A(FG)]  =  [AGF]  (157). 

Alfo 

[ACB]  =  [AGFB]  =  [AG(BF)]. 

Soll  alfo  [ABC]  =  [ACB]  fein,  fo  muss,  da  [ABC']  und  [AG] 

n 

von  Null  verschiedene  Zahlen  find,  Z  =  [BF]  fein,  d.  h.  es  muss  B 
dem  Z  un'e '.'geordnet  fein,  aber  auch  Z  ist  dem  C  untergeordnet,  mit¬ 
hin  auch  B  dem  C.  Dies  aber  ist  die  Bedingung  der  Formel  (f)  und 
nach  175  ist  dann 

[ABC]  =  [ACB]. 

Der  Satz  ist  mithin  vollständig  in  allen  Teilen  bewiefen. 

Satz.  Wenn  A,  B,  C  drei  einfache  Grösen  find,  fo  find  die  VII, 

Enflache  [BAC]  und  [B(AC)]  nur  in  folgenden  Fällen  deckend,  d.  h. 
es  ist 

[BAC]  =  [B(AC)]  nur  dann, 

a.  b.  wenn  beide  Enflache  reine  find,  d.  h.  wenn  a  +  ß  y  n 
oder  5>  2n,  dann  ist  [BAC]  =  [B(AC)], 

n  n  n 

c.  d.  wenn  [AB]  und  [AC]  null  find,  oder  wenn  [BAC]  ein 
gemischtes  Modelflach  ist  und  A,  B  und  C  entweder  ein  Gebiet  von 
höherer  als  nullter  Stufe  gemein  haben  oder  von  einem  niederen 
Gebiete  als  nter  Stufe  umfasst  werden,  fo  ist 

[BAC]  =  [B(AC)]  =  0, 

e.  wenn  a-f-/?  +  y  =  n  +  t  und  B  und  C  entweder  ein  Gebiet 

6”' 
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von  tter  Stufe  gemein  haben,  oder  von  einem  Gebiete  tter  Stufe 
umfasst  werden,  fo  ist,  fofern  a  -f  ß  und  a  -f-  y  <  n  find, 

[BAC]  =  C—  1)«[B(AC)], 

fofern  dagegen  a  -f  ß  und  a  +  y  i>  n  find,  fo  ist 

[BAC]  =  (-  l)(n  P[B(AC)], 
f.  wenn  B  und  C  eine  der  andern  untergeordnet  ist,  fo  ist,  fofern 
a  +  ß  <  n  und  a  -f-  y  >  n  ist, 

[BAC]  =  (—  l/fn  “  :  j[B(AC)],  ferner 
fofern  a  +  ß  ;>  n  und  a  -j-  /  <  n  ist, 

[BAC]  =  (—  l)Cn-/^'[B(AC)],  ferner 
fofern  zugleich  a  4-  ß  und  a  -j-  y  ;>  n  oder  zugleich  a  -f-  ß  und 
a  -f-  Y  <i  n  find, 

[BAC]  =  [B(AC)]  =  0. 

Beweis.  Es  ist  in  allen  dielen  Fällen 

[BAC]  ==  [ABC]  (nach  89) 

=  [ACB]  (nach  175) 

==[B(AC)]  (nach  89). 

Die  Formel  a.  und  b.  folgt  unmittelbar  aus  169.  Die  Formel  c.  und  d. 

folgt  unmittelbar,  da  [AC]  =  0  ist  und  da  [BA]  =  +  [AB]  =  0  ist 
u.  s.  w.,  siehe  176. 

178.  Satz.  Ein  Enflach  nullter  Klasse  bleibt  fich  felbst  deckend, 
wenn  man  die  Ordnung  aller  feiner  Fache  umkehrt,  oder  die  letzten 
Fache  in  beliebiger  Anzahl  mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammern 
schliest,  d.  h. 

[A^ A2  •  •  •  •  An _  iAn]  =  [An(An  —  i  •  •  •  •  (A2Aj[))] 

n 

=  [Ai  •  •  •  An  _  r  _  1  •  (An(An  _  1  •  *  *  An  _  r))]. 

Beweis.  Wir  fetz en 

[Aj  A2  •  •  •  •  An  _  2]  =  P, 

dann  ist 

[At  A2  •  •  •  •  An  _  i An]  :=:  [P An  _  i An]. 

Da  das  Enflach  von  nullter  Klasse  fein  foll,  fo  muss  die  Summe 
der  Klassen  von  P,  An_i,  An  nach  146  durch  n  teilbar  fein,  alfo, 
da  die  einzelnen  Klassen  ;>>  0  und  <g  n  find,  entweder  gleich  n  oder 
gleich  2n  fein-  im  erstem  Falle  ist  das  Enflach  der  drei  Grösen 
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179. 


P,  An_1,  An  ein  rein  fortschreitendes,  im  letztem  ein  rein  rück 
schreitendes,  in  beiden  alfo  ein  reines,  formt  nach  177 

fP An  —  i  An]  ==  [P  •  (An An  — 

oder 

n  n 

[Ai A2  •  •  •  •  An  _  i An]  =  [ Ax  •  •  •  An  _  2  •  (AnAn  _  i)j. 

Betrachten  wir  diefen  Ausdruck  als  ein  Enflaeh  der  drei  Grösen 

[A(  •  •  •  A.  _3],  An _ 2  und  [AnAn_i],  fo  erhalten  wir  auf  gleiche  Weife 

[Ax  •  •  •  An  _  3  •  An  _  2  •  An An  _  i]  =  [Aj  *  •  •  An  _  3  •  (An( An  _  iAn  _  0)]. 

Wendet  man  dies  Verfahren  rmal  an,  fo  erhält  man 

n  n 

[Ax . An]  =  [At  •  •  •  •  An  _  r  _  1  •  (An(An  _  1  •  •  •  An  _  r))], 

d.  h.  das  Enflaeh  bleibt  fich  felbst  deckend,  wenn  man  die  letzten 
Fache  in  beliebiger  Anzahl  (r)  mit  umgekehrter  Ordnung  in  Klammern 
sehliest.  Hiernach  wird  nun  auch 

[Aj  A2  •  •  •  •  An]  =  [Ax  •  (An(An  _!••••  A>))], 
fomit  nach  89 

=  [An(An  _  1  •  •  •  (A2  Aj))], 
alfo  ist  auch  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiefen. 

12.  Die  Zurückleitung  auf  ein  niederes  Gebiet. 

Erklärung.  Wenn  C  im  Hauptgebiete  nter  Stufe  eine  Viel-  179. 
fachenfumme  der  Geschiedsflache  (multiplikativen  Komplexionen)  zu 
irgend  einer  Klasse,  A^-Au,  aus  den  n  freien  Grösen  erster  bez. 

(n  —  l)ter  Klasse,  at, ---an  ist,  d.  h.  wenn 
C  =  c^Ai  -j-  tt2A2  -f-  •  •  •  -f-  ßuAu 

und  wenn  Cx  die  entsprechende  Vielfachenfumme  der  Geschiedsflache 
zu  derfelben  Klasse  Ax***Ar  aus  m  derfelben  freien  Grösen,  etwa 
aus  a^-  •  -am  ist,  d.  h.  wenn 

Cj  0i\ Aj  ~ Ct-2 A2  ~f“  *  '  "p  CJrAr, 

fo  heist  Ct  die  Zurückleitung  der  Gröse  C  auf  das  Gebiet 

n  n 

[ap-am]  unter  Ausschluss  des  Gebietes  [am+1--*an]. 

Die  Zurückleitung  heist  eine  fortschreitende,  wenn  die 
Grösen  ax**-an  erster  Klasse,  fie  heist  eine  rückschreitende, 
wenn  die  Grösen  ai  •  •  •  an  Grösen  (n  —  1)  ter  Klasse  find. 

Die  Zurückleitungen  mehrer  Grösen  heisen  in  dem fe Iben  Sinne 
genommen,  wenn  fie  auf  dasfelbe  Gebiet  und  unter  Ausschluss  des- 
felben  Gebietes  zurückgeleitet  find. 
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Als  Beispiel  für  diefe  Zurückleitungen  nehmen  wir  den  Raum,  der,  wie 
wir  fahen,  wenn  wir  von  Punkten  ausgehen,  ein  Hauptgebiet  vierter  Stufe  ist. 
Es  feien  a,  b,  c,  d  vier  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Stufe,  d.  h.  vier  nicht  in 

4  4  4 

ein  und  derfelben  Ebene  liegende  Punkte,  fo  ist  CA  =  [bc]  -[-  [ca]  -j-  [ab]  die 

4  4  4  4  4  4 

fortschreitende  Zurückleitmig  von  C  =  [bc]  -f-  [ca]  -j-  [ab]  -(-  [ad]  -j-  [bd]  -(-  [cd] 

4 

auf  das  Gebiet  oder  auf  die  Ebene  [abc],  unter  Ausschluss  des  Gebietes  d. 

4  4  4  4 

Bezeichnen  wir  ferner  [bcd]  mit  a',  [cad]  mit  b',  [abd]  mit  c'  und  [acb]  mit  d', 

fo  find  a',  b',  c',  d'  Grösen  (n  —  l)ter  Stufe,  da  n  =  4  ist  und  fetzen  wir  noch 

4  44  4444444 

[abcd]  =  l,  foist  [b'c']  =  [cad-abd]  =  [ab  cd]  lad]— [ad],  [c'a']  =  [bd],  [a'b']  — [cd], 

4  4  4  4  4  4 

[a'd']  =  [bc],  [b'd']  —  [ca],  [c'd']  —  [ab],  und  es  wird 

4  4  4  4  4  4 

C  =  [a'd']  -f  [b'd']  -f  [c'd']  -f  [b'c']  +  [c'a']  +  [a'b']. 

Dann  wird,  wenn 

4  4  4 

C'  =  [b'c']  +  [c'a']  +  [a'b'] 

4 

ist,  C'  die  rückschreitende  Zurückleitung  von  C  auf  das  Gebiet  [a'b'c'],  unter 

4  4 

Ausschluss  des  Gebietes  d',  fein,  d.  li.,  da  [a'b'c']  =  [cd*abd]  =  d,  und 
4 

d' =  [abc]  ist,  dann  ist  C'  die  Zarückleitung  von  C  auf  das  Gebiet  d,  unter  Aus- 

4 

Schluss  des  Gebietes  [abc],  d.  h.  es  ist  C'  im  Raume  die  Zurückleitung  einer  Linie  auf 
einen  Punkt  als  rückschreitende  Zurückleitung.  Die  Zurückleitung  felbst  ist  in 
der  Raumlehre  gleichbedeutend  mit  der  Beschattung  oder  Projektion  im  weitesten 
und  eigentlichsten  Sinne  des  Wortes. 

180.  Satz.  Wenn  die  Stufe  m  des  Gebietes,  auf  welches  zurück¬ 
geleitet  wird,  gröser  ist,  als  die  Klasse  p  der  zurückgeleiteten  Gröse, 
fo  ist  die  Zurückleitung  fortschreitend,  wenn  dagegen  die  erstere 
Stufe  m  kleiner  ist  als  p,  fo  ist  die  Zurückleitung  rückschreitend ; 
wenn  die  Stufe  und  die  Klasse  gleich  find,  fo  kann  die  Zurückleitung 
fowohl  fortschreitend  als  rückschreitend  fein. 

Beweis.  Es  feien  ai  -  •  •  «an  gegenfeitig  freie  Grösen  erster  Klasse 
und  feien  A1,***AU  die  Gesehiedsflache  aus  a^-an  zur  p  ten  Klasse, 
und  Al7*  •  -  Ar  die  Gesehiedsflache  zur  pten  Klasse  aus  a,1  •  •  *am  und  fei 
C  =  a1A1  -f-  •  •  •  -f-  «UAU 

Cj  1 — -■  ütjAj  -j-  •  •  •  -|~  (XrAr, 

alfo  nach  179  fei  Cx  die  fortschreitende  Zurückleitung  der  Gröse  C 

n  ,  n 

auf  das  Gebiet  [aj  •  •  •  am],  unter  Ausschluss  des  Gebietes  [am  i  •  •  •  an], 
fo  würde  es,  wenn  m  <c  p  wäre,  gar  keine  Gesehiedsflache  aus 
ai  •  •  •  am  zur  p  ten  Klasse  geben,  alfo  auch  keine  fortschreitende 
Zurückleitung.  Es  muss  alfo  für  die  fortschreitende  Zurückleitung 
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m  p  fein.  d.  h.  es  muss  die  Stufe  des  Gebietes,  auf  welches  zurück¬ 
geleitet  wird,  ebenfo  gros  oder  gröser  fein  als  die  Klasse  der  zurück 
geleiteten  Gröse. 

c 

Macht  man  diefelben  Annahmen  wie  vorher,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  a^-^-an  in  dem  Hauptgebiete  nter  Stufe  Grösen 
(n  —  1)  ter  Klasse  find,  fo  ist  die  Zurückleitung  eine  rückschreitende ; 
und  auch  hier  muss,  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher,  m  >  p  fein. 

n 

Aber  hier  ist  nach  130  die  Stufenzahl  von  [a^  •  *am]  gleich  n  —  m 
und  die  von  C  gleich  n  —  p,  fomit  muss,  da  m  p  ist,  auch 
n  —  m  <_  n  —  p  fein,  d.  h.  die  Stufe  des  Gebietes,  auf  welches 
zurückgeleitet  wird,  wird  ebenfo  gros  oder  kleiner  als  die  Klasse  der 
zurückgeleiteten  Gröse,  d.  h.  es  gilt  der  Satz. 

Satz.  Die  Zurückleitung  A'  einer  Gröse  A  auf  ein  Gebiet  B,  181. 
unter  Ausschluss  des  Gebietes  C,  ist 

rBfAcn  n  n 

A'  =  - — - ,  und  es  ist  A'  =  [BfACj],  wenn  [BC]  =  1  ist. 

[BC] 

Beweis.  Es  feien  a,  •  •  -  an  n  gegen  feitig  freie  Grösen  erster  oder 
(n —  l)ter  Klasse,  und  A1---Au  die  Gescliiedsflache  aus 
und  At  •  •  •  Ar  die  aus  at  •  •  -  am  und  A  =  c^Ai  -[-•••+  auAu,  mithin 

n  n 

A'  =  cc3  A3  -j-  •  •  •  -j—  (XrAr,  und  fei  [a^  •  •  •  am]  B,  [am  i  •  •  •  •  an}  ==  C, 
fo  ist 

[AC]  =  [(ß^Ai  -{-•••  -j-  ßrAr  -}-  ctr-p  i Ar  i  —  •  •  •  4-  nuAu)C]  ;  aber 
da  Al5*  •  •  Ar  die  Gescliiedsflache  aus  ax  •  •  -  am  find,  und  da  Ar  +  3,  -  •  •  Au 
diejenigen  Gescliiedsflache  aus  a^—an  find,  welche  nicht  zugleich 
Gescliiedsflache  aus  at  •  •  -  am  find,  fo  muss  jede  der  Grösen  Ar  _  3,  •  •  •  Au 
mindestens  eins  der  Fache  oder  Faktoren  am^_1*--an  enthalten,  alfo 

n 

mindestens  ein  Fach  mit  C  =  [am  +  3  an]  gemein  haben.  Die  Flache 

n  n 

[Ar  +  iC],  •  •  *[AUC]  find  aber  in  Bezug  auf  die  Fache  ax  •  •  •  an  nach 
164  reine,  mithin  null,  da  fie  gleiche  Fache  oder  Faktoren  enthalten, 

7  7  O  7 

alfo  wird 

[AC]  =  [(«lAi  +  «rAr)C]  =  a/fAiC]  +  «”[. ArC]. 

Alfo  ist 

[B(AC)]  =  a^BCA.Cj]  -j - +  aP[B(ArC)].  - 

Da  nun  jede  der  Grösen  A1?  •  •  •  Ar  aus  Fachen  oder  Faktoren 
besteht,  die  in  B  enthalten  find,  fo  ist  jede  derfelben  dem  B  unter- 
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geordnet,  folglich,  da  auch  die  Summe  der  Klassen  von  B  und  C  n 
beträgt,  fo  ist  [BC]  eine  Zahl  und  ist  nach  157 

[BCAiC)]  =  [BCAJ,  •  •  •  • ,  [B(ArC)]  =  [BCAr], 

[BCAC)]  =  [BCfff1A1  H - +  arAr)]  =  [BCA']. 

Alfo,  da  [BCJ^eine  Zahl  ist,  fo  ist  nach  4 
A,  =  [B(AC3] 

[BC] 

182.  Satz.  Jede  Gleichung,  deren  Glieder  Vielfache  je  einer  Gröse 
mter  Klasse  find,  bleibt  bestehen,  wenn  man  statt  aller  diefer  Grösen 
ihre  in  demfelben  Sinne  genommenen  Zurückleitungen  fetzt;  oder 

Wenn  P  =  aA  +  ßB  -f-  •  •  •  ist,  wo  «,/?*••  Zahlen  find  und 
P',  A',  B',  •  •  •  die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurückleitungen 
von  P,  A,  B,  •  •  •  find,  fo  ist  auch  P'  =  aA'  -f  ßB'  4-  •  •  *. 

Beweis.  Es  fei  L  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet  wird, 

und  M  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [LM]  =  1,  fo  erhält  man  aus 
der  Gleichung 

P  =  aA  +  ßB  +  ..., 

wenn  man  fie  mit  M  modelt 

* 

[PM]  =  «[AM]  +  j?[BM]  +  •  •  • 
und  wenn  man  diefe  mit  L  flacht 

[L(PM)]  =  a[L(AM)]  +  (S[L(BM)]  +•••,’ 
d.  h.  nach  181 

P;  =  aA'  4  ßB'  -] - . 

183.  Satz.  Die  fortschreitende  Zurückleitung  eines  rein  fortschreitenden 
und  die  rückschreitende  eines  rein  rückschreitenden  Enfiaches  ist 
gleich  dem  Enflache  der  in  demfelben  Sinne  genommenen  Zurück¬ 
leitungen  der  Fache  oder  Faktoren  jenes  Flaches,  oder 

Wenn  das  reine  Enflach  P  =  [AB*  •  *E]  ist,  und  P',  A',  B', •  *E' 
die  in  gleichem  Sinne  genommenen  Zurückleitungen  von  P,  A,  B,  •  •  E 
find  (und  zwar  fortschreitende  bezüglich  rückschreitende,  je  nachdem 
das  Flach  fortschreitend  oder  rückschreitend  ist),  fo  ist  auch 

P'  =  [A'B'  •  •  -E']. 

n  n 

Beweis.  Es  fei  A  =  [aj  •  •  •  •  a^],  B  =  [a^-f  i  •  •  •  •  aj,  •  •  • 
E  =  [at  +  i  •  •  •  *av],  wo  ^  •  •  •  *av  Grösen  erster  bezüglich  (n  —  l)ter 
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183. 


Klasse  find,  je  nachdem  das  Enflach  [AB---E]  ein  fortschreitendes 
oder  rückschreitendes  ist.  Dann  ist 


P  =  [ai . av] 

ein  reines  Enflach  von  Grösen  erster  oder  (n — l)ter  Klasse.  Ferner 

D 

fei  L  =  [iij  •  •  •  «uj]  das  Gebiet,  auf  welches  zurückgeleitet  wird, 

n  n 

M  =  [ui^-i  •  •  -un]  das  ausgeschlossene  Gebiet  und  [LM]  =  1,  wobei 
ux  ■  •  •  •  un  Grösen  erster  oder  (n  —  1)  ter  Klasse  find,  je  nachdem 
aj-'-ay  es  find.  Nun  ist  nach  181 


P'  =  [L(PM)] 

n 

=  [ut  •  •  •  •  Ui(aj  •  •  •  •  av  •  ui  4.  i  •  •  •  •  un)]. 

n 

Wenn  nun  das  ursprüngliche  Enflach  [AB  -  •  -E]  ein  fortschreitendes 
ist,  fo  Poll  auch  die  Zuriickleitung  eine  fortschreitende  fein,  mithin 
nach  180  die  Stufe  von  L  eben  fo  gros  oder  gröser  als  die  Klasse 
von  P  fein,  d.  h.  m  v,  folglich  v  n  —  m  <  n,  d.  li.  das 

n 

Enflach  [at  •  •  *av -Ui_j_  i  •  •  •  -un]  ein  rein  fortschreitendes,  alfo  auch 

n 

=  [a: . aviii  +  i  •  •  •  •  Un],  und  da  alle  Fache  oder  Faktoren  von  erster 

Klasse  find,  nach  133  und  115  ein  Einheitsflach.  Die  Grösen  •  -av 
feien  nun  Yielfachenfummen  von  ux  •  •  -um  und  fei  ar  =  raiu1  H - hrßfih, 


fo  können  wir  in  dem  Enflache  [ax  •  •  •  avui  _|_  i  •  •  •  •  un]  statt 

n 

ar  =  ra1u1  •  •  •  *raiUi  die  Zurückleitung  von  ar  auf  das  Gebiet  L  =  [u1  •  •  -uj, 

n 

mit  Ausschluss  des  Gebietes  M  ==  £ui ^rl  •  •  *un],  d.  h.  a,r=ra1ut+-  •  •+raiu1 
fetzen,  da  ui_j_i  •  •  -un  bereits  als  Fache  oder  Faktoren  in  jenem  Flache 
Vorkommen  und  ui  x  •  Uj  _j_  i  =  un  •  un  =  0  ist.  Mithin  wird 

n 

Pr  =  [iij  •  •  •  Ui  •  a\  •  •  •  a'v  Uj  _|_  i  •  •  -  Un]. 

Hier  ist  a'^-'-a'v  dem  ut  •  •  •  ip  untergeordnet,  alfo  nach  157 

an  n 

P'  =  [Ul  •  •  •  un]  •  [a'x  •  •  •  a'v  ]  =  [a'j  •  •  •  •  a'v]. 

Aus  gleichem  Grunde  ist 


A'  — 


Mithin  ist 


P'  =  [A'B' - E'l 

n 

2.  Wenn  das  ursprüngliche  Enflach  [AB  -  •  -E]  ein  rückschreitendes 
ist,  und  ebenfo  auch  die  Zurückleitung  von  P  auf  L,  unter  Ausschluss 
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von  M,  eine  rückschreitende,  fo  ist  die  Klasse  von  P  kleiner  oder 
ebenfogros  als  die  Stufe  von  L,  mithin  kehrt  lieh  das  rückschreitende 
Flach  und  ebenfo  die  rückschreitende  Zurückleitung,  wenn  wir  statt 
der  Grösen  ihre  Ergänzungen  nehmen,  nach  165  und  131  in  das 
fortschreitende  Flach  und  in  die  fortschreitende  Zurückleituno'  um. 

O 

Seien  daher  P2,  QL,  Rt,  At,  die  Ergänzungen  von  P,  Q,  R, 

A,  B,  •  • ’E,  und  feien  P'l5  A'l9  B/1,**-E/1  die  Zurückleitungen  von 
P1?  Aj,  Bij-^Ej.  auf  Qt,  unter  Ausschluss  von  Rx,  fo  ist  nach  151 

Pi  =  [Ai Bi  •  •  -  Ej], 
und  nach  Beweis  1 

P'i  =  [A'iB'i  •  •  -E'j].  (a) 

Ferner  ist  nach  181 

P'  =  [L(PM)J,  P\  =  [LjCPiMj)]  =  [L(PM)]  (nach  148), 
alfo  =  P'  und  ebenfo  A\  =  A',  B't  =  B'«  •  •,  alfo  (nach  a) 

P'  =  [A'B'  •  •  •  E'],  mithin  nach  151 
P'  =  [A'B'.  •  -E']. 

3.  Seien  endlich  A,  B, •  • -E  zufammengefetzte  Grösen  und  zwar 

A  =  SotrAr,  B  =  S/?sBs, •  •  *E  =  SfvEv, 
wo  Ar,  Bs, •  • -Ev  einfache  Grösen  find  und  feien  A'r,  B's, *  • -E'y  die 
Zurückleitungen  von  Ar,  Bs, •••Ev,  fo  ist 

P  =  [S«rAr  *S/?sBs*  •  .ScvEv]  =  Sarßs  •  •  *  £y[ArBs.  •  *EV) 

n 

• —  SoJp|?s  •  •  •  CyPp^  . .  y,  wenn  Prj  s,  •  •  v  " — ■  [  ArBs  •  •  •  Ev  J  ist. 

Alfo  nach  182 

P  =  Sarßs-  •  •€'vP'r,s,*  ■  -  V  =  Sttrßs'  ‘  ,fv[A'rB's*  •  *E'y] 
nach  Beweis  1  und  2;  und  alfo  nach  75 

j 

P'  =  [SarA'rSßsB's  •  •  •  -SfyE'y],  mithin  nach  182 
=  [A'B' - E']. 

184.  Satz.  Das  reine  Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  oder  von 
Grösen  (n  —  1)  ter  Klasse  in  einem  Hauptgebiete  n  ter  Stufe  ist  ein 
Einheitsflach  diefer  Grösen. 

Beweis.  Das  reine  Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist  nach  164 
und  133  ein  fortschreitendes,  alfo  nach  133  und  nach  115  auch  ein 
Einheitsflach,  mithin  ist  auch  das  reine  Enflach  von  beliebigen  Grösen 
erster  Klasse  ein  Einheitsflach  diefer  Grösen.  Fbenfo  ist  auch  das 
reine  Enflach  von  Grösen  (n  —  l)ter  Klasse  ein  Einheitsflach  diefer 
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185. 


Grösen,  denn  nach  151  ist  es  genau  denfelben  Gefetzen  unterworfen 
wie  das  Flach  von  Grösen  erster  Klasse. 

Satz.  Eine  Gleichung,  deren  Glieder  Grösen  mter  Klasse  find,  185. 
wird,  wenn  n  die  Stufe  des  Hauptgebietes  ist,  durch  fo  viel  Zahl¬ 
gleichungen  erfetzt,  als  es  Ausgeschiede  (Komplexionen  ohne  Wieder¬ 
holung)  aus  n  Einfachen  oder  Elementen  zur  mten  Klasse  giebt,  und 
zwar  erhält  man  einen  erfetzenden  Verein  von  Gleichungen,  indem 
man  die  gegebene  Gleichung  nach  und  nach  mit  den  Geschiedsflachen 
(multiplikativen  Kombinationen)  zur  (n  —  m)  ten  Klasse  aus  einer 
beliebigen  Schar  von  n  Grösen  erster  Klasse,  deren  Enflach  1  ist,  flacht. 

Beweis.  Die  gegebene  Gleichung  fei 

o  o  c? 

P  =  Al.  -j—  B  -J-  •  *  • 

wo  P,  A,  B, •  •  •  Grösen  mter  Klasse-  es  feien  ferner  e^-^-en  Grösen 

n 

erster  Klasse,  deren  Enflach  [ei  •  •  •  *en]  =  1  ist,  und  feien  Et,  E2,*  •  -Ev 
die  Geschiedsflache  zur  mten  Klasse  aus  e^-'-Cn,  und  Ft,  F2,***FV 
die  ergänzenden  Geschiedsflache,  d.  h.  die  Geschiedsflache  aus  denfelben 
Einheiten  zur  (n  —  m)  ten  Klasse  und  zwar  fo  geordnet,  dass 

[EiFj]  =  [E2F2]  =•  •=  [EVFV]  =  1  fei,  fo  muss  bewiefen  werden, 
dass  die  obige  Gleichung  durch  den  Verein  von  Gleichungen  erfetzt  wird. 

[PF«]  -  [AFa]  -I-  [BFa]  +  •  • 

wo  a  die  Werte  von  1  bis  v  erhält.  Nach  108  find  die  Grösen 
P,  A,  B,  •  •  •  Vielfachenfummen  von  Ei  •  •  -Ev.  Nun  fei 

P  =  7T|E1  -J-  •  •  •  -j-  7TvEy,  A  =  O^El  -[-•••  *-f"  CCy  Ey , 

B  =  ßlFil  4"  •  *  •  -p  /?VE v,  •  •  • 

fo  ist 

[PFa]  =  [S/TfcEfcFa]  =  S7T&[E&Fa]. 

Aber  da  E&  und  Fa,  wenn  s  £  r  ist,  notwendig  gleiche  Einheiten 
(ei,*  -en)  als  Fache  oder  Faktoren  enthalten,  fo  ist  für  diefen  Fall 

[E&Fa]  =  0,  alfo 

[PFa]  —  7Ta[EaFa]  =  7Ta 
Aus  gleichem  Grunde  ist 

[AFa]  =  ßa,  [BFa]  =  /?a,  •  •  ■  • 

Gilt  nun  die  Gleichung  P  =  A  -f-  B  -|-  •  • ,  fo  gilt  auch  die  aus 
ihr  durch  Modlung  hervorgegangene  Gleichungsgruppe 

[PFa]  =  [AFa]  4-  [BFa]  4- 
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Gilt  umgekehrt  die  letztere,  fo  hat  man  für  jedes  a  von  l---v, 

n  n  n 

wenn  man  für  [PFJ,  [AFa],  [BFa], •••  die  gefundenen  Werte  fetzt, 

JTa  =  Cta  -j~  ßa  -{-  •  * ,  alfo  auch  7TaEfl  =  CtaEa  -f-  ßa^a  -f"  *  *  * 
für  jedes  a  von  1  bis  v.  Addirt  man  diefe  fämmtlichen  Gleichungen, 
fo  erhält  man 

S7TaEa  =  SßaEa  -J“  S^?aEa  -j-  ■  *  *  5 

d.  h. 

P  =  A  +  B  +.  .. 

Somit  erfetzen  lieh  die  Gleichung  P  =  A  -f*  B  -f*  •  •  und  der 

n  n  n 

Gleichungsverein  [PFa]  =  [AFa]  -j-  [BFa]  -f  •  •  gegenfeitig  und  ist  der 
Satz  alfo  bewiefen. 

Befonders  ist  der  Fall  hervorzuheben,  wenn  A  ~  alEl  -j-  «2E2  -{-•••  ist, 
dann  ist 

[AFr  ^  =  CCr, 

d.  h.  [AF1]  =  a1,  1aF2]  =  a2,-  •  •. 
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186. 


Vierter  Abschnitt  der  Ausdehnungslehre: 

Die  Innungslehre. 


Einleitung.  Wir  haben  in  Satz  77  die  innere  Webung  die  Art  der 
Webung  oder  Multiplikation  genannt,  für  welche  das  Zeug  oder  Produkt  zweier 
verschiedenen  Einheiten  null,  das  Zeug  oder  Produkt  zweier  gleichen  Einheiten 
eins  ist,  d.  h.  für  welche 

Ea*E$  =  0  und  Ea-Ea  =  E5 *E^  =  1  ist. 

Diefelben  Formeln  gelten  aber  auch,  wenn  man,  statt  zwei  Einheiten  innerlich 
zu  verweben,  das  Enflach  aus  einer  Einheit  und  der  Ergänzung  einer  Einheit 
nimmt j  denn  wie  wir  in  Satz  186  fehen  werden,  gelten  für  die  Enflache  von 
Einheiten  gleicher  Klasse  die  Formeln 

[EjEfc]  =  0  und  nach  128  auch  [EaEa]  =  [EßEs]  =  1 

Wir  werden  alfo  die  innere  Webung  fo  erklären  können,  dass  das  innere  Zeug 
oder  Produkt  zweier  Einheiten  auf  das  Enflach  einer  Einheit  in  die  Ergänzung 
der  andern  zurückgeführt  wird  und  gelten  dann  für  die  innere  Webung  alle 
über  die  Enflache  gewonnenen  Sätze. 

13.  Die  Grundgefetze  der  Innungslehre. 

Erklärung.  Das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  186. 
zweier  Einheiten  beliebiger  Klassen  ist  das  Enflach  der  ersten  in 
die  Ergänzung  der  zweiten,  oder 

Wenn  E  und  F  Einheiten  beliebiger  Klassen  find,  fo  ist 

n  — 

[EF]  das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  der  Einheiten  E  und  F. 

Das  Zeichen  des  Innenzeuges  ist  ein  liegendes  Kreuz,  z.  B.  ExF 
gelefen  Innenzeug  EF. 

Ich  habe  das  innere  Produkt  ein  Innenzeug  genannt,  weil  es  ganz  eigen- 

0  0  7  O  u 

tiimliche,  keinem  andern  Zeuge  oder  Produkte  zukommende  Eigenschaften  beiitzt 


187—188. 
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und  daher  auch  einer  eigenen  Benennung  bedarf,  welche  im  Deutschen  nicht 
durch  ein  vorgefetztes  Adjektiv  gewonnen  werden  kann. 

Da  diefe  Art  der  Multiplikation  ganz  eigentümliche  Gefetze  hat,  fo  muss 
he  auch,  wenn  man  vor  Verwechfelungen  hcher  fein  füll,  ihr  eigentümliches 
Zeichen  haben,  welches  ich  hiermit  einführe. 

187.  Satz.  Das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  gleichen 
Einheiten  ist  eins,  das  zweier  verschiedenen  Einheiten  gleicher  Klasse 

ist  null,  oder  [Er Er]  =  1,  [Er Es]  =  0. 

Beweis.  Nach  128  ist  [ErEr]  =  1.  Nach  127  aber  ist  Es  dem 
Flache  aller  in  dem  Flache  Es  nicht  vorkommenden  Einheiten  erster 
Klasse  gleich;  da  nun  Er  von  Es  verschieden  ist  und  zugleich  beide 
Flache  von  einer  gleichen  Anzahl  ursprünglicher  Einheiten  find,  fo 
enthält  Er  notwendig  folche  Einheiten  als  Fache  oder  Faktoren,  welche 

in  Es  fehlen,  mithin  in  Es  Vorkommen;  alfo  ist  [ErEs]  nach  92 
gleich  Null. 

188.  Satz.  Dasinnenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  Einheiten 
E  und  F  ist  dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  die 
eine  der  andern  untergeordnet  ist,  oder 

n  — 

Es  ist  [EF]  —  0,  wenn  von  E  und  F  nicht  eine  der  andern 

n  — » 

untergeordnet ;  dagegen  ist  [EF]  £  0,  wenn  von  E  und  F  eine  der 
andern  untergeordnet  ist. 

Beweis.  Der  Satz  ist  für  Einheiten  gleicher  Klasse  in  187 

bewiefen.  Wenn  ferner  E  und  F  zwei  Einheiten  verschiedener  Klasse 

lind,  und  zwar  E  von  höherer  Klasse  als  F  ist,  fo  fetzen  wir 
11 

F  =  [EaG],  wo  Ej  dem  E  untergeordnet  isty  aber  das  Gebiet  G  keine 
Gröse  erster  Klasse  mit  E  gemein  hat.  Dann  ist  F  dem  E  unter¬ 
geordnet,  fofern  G  von  nullter  Klasse,  d.  h.  eine  Zahl  ist.  Dagegen 
nicht  dem  E  untergeordnet,  wenn  G  von  erster  oder  höherer  Klasse 

ist.  Es  fei  ferner  E  =  [EAE2]  und  fei  [ELGE2Ü]  =  1  das  Zeug  aller 

n 

n  ursprünglichen  Einheiten.  Dann  ist  nach  139  das  Flach  [E2H]  die 

Ergänzung  von  F  =  [EAG],  d.  h.  F  =  [EjlG]  ==  [E2H],  alfo 

[EF]  =  [E1E2(EiG)]  =  [E^ÄH)]. 

Wenn  nun  F  dem  E  untergeordnet  ist,  fo.  ist,  wie  oben  gezeigt, 

G  von  nullter  Klasse,  mithin  da  [EAGE2H]  =  1  auch  [EAE2H]  von 

nullter  Klasse,  alfo  nach  156, 2  der  Ausdruck  [EF]  =  [E1E2(E2H)] 
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189—190. 


n  n 

=  [E1E2H‘E2],  wo  E,  und  [EiE2H]  von  Null  verschieden  find,  alfo 

n  — 

auch  das  Zeug  oder  Produkt,  d.  h.  [EF]  *  0. 

Wenn  dagegen  F  dem  E  nicht  untergeordnet  ist,  fo  ist  G  von 
erster  oder  höherer  Klasse,  und  dann  ist  die  Summe  der  Klassen  von 
Ex,  E2  und  H  geringer  als  die  Summe  der  Klassen  von  En  G,  E2,  H, 

d.  h.  kleiner  als  n,  alfo  nach  158  [EF]  =  [EjE2  *E2H]  =  0. 

Satz.  Wenn  E  und  F  Einheiten  find  und  [EF]  £  0,  fo  ist  189. 

[EFE]  =  F  und  [F(EF)]  =  E. 

Beweis.  Es  fei  [EFG]  =  1  das  Enflach  aller  Einheiten  erster 

Klasse,  fo  ist  E  =  [FG],  mithin  nach  156,2 

[EFE]  =  [EF(FG)]  =  [EFGF] 

=  F. 

Ferner  ist  dann,  da  [EFG]  =  1  auch  [EF]  =  G,  mithin 
[F(EF)J  =  [FG]  =  E. 

Satz.  Wenn  E,  F,  G  Einheiten  find,  und  weder  [EF]  noch  190. 

n 

[EG]  null  ist,  fo  ist,  wenn  F  von  höherer  Klasse  ist  als  G 
[EF“EG)]  =  [FG], 

n  ™  n  — 

wenn  dagegen  G  von  höherer  Klasse  ist  als  F,  fo  ist  [FE(GE)]  =  [FG]. 

Sind  F  und  G  von  gleicher  Klasse,  fo  find  beide  Formeln  gültig. 

Beweis.  Wenn  von  F  und  G  nicht  eine  der  andern  unter¬ 


geordnet  ist,  fo  find  auch  [EF]  und  [EG]  nicht  eine  der  andern  unter¬ 
geordnet,  alfo  find  dann  nach  188  beide  Seiten  der  zu  erw eilenden 
Gleichung  null. 

1.  Wenn  G  dem  F  untergeordnet  ist,  fo  fei  F  =  [GH].  Dann  ist 
[EFfEG)]  =  [EGHCEG)]  =  H  (189) 

=  [GHG]  (189) 

=  [FG], 


2. 


Wenn  F  dem  G 


untergeordnet 


ist,  fo  fei  G  ==  [HF]. 


[FE  (GE)]  =  [FETHFE)]  =  H 


=  [F(HF)] 
=  [FG]. 


Dann  ist 
(1 89) 
(189) 


191—192. 
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Wenn  F  und  G  von  gleicher  Klasse  lind,  und  wenn  dabei  jede 
der  andern  untergeordnet  ist,  fo  müssen  beide  zufammenfallen,  mithin 
ist  nach  107  fowohl  G  dem  F,  als  F  dem  G  untergeordnet,  und  es 
gelten  mithin  beide  Formeln. 

191.  Satz.  Das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt  zweier  beliebigen 
Grösen  ist  gleich  dem  Enflache  der  ersten  in  die  Ergänzung  der 
zweiten,  oder 

Es  ist  A  x  B  ==  [AB]. 

Beweis.  Es  feien  A^-^An  die  Einheiten,  deren  Vielfachen- 
fumme  A,  und  feien  B1?*  •  •  -Bm  die  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  B. 

Es  fei  A  =  ßiAj  d-  *  *  *  d~  UnAn  und  B  ^9^B|  -j—  •  •  •  — /5mBm,  wo 
Aj  •  •  An  die  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  A  ist  und  ebenfo 
B^  •  -B  m  die  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  B  ist  und  bezeichne 
A  X  B  in  diefem  Satze  das  Innenzeug  oder  das  innere  Produkt,  fo  ist 
AxB=(ctj  At  -j-  •  •  -f*  ünAn)XQ?iBj  -}-  •  •  •  •  -j~  jSmBm)  =  Sßa/?6( AaXBfc)  (74), 
wo  fich  die  Summe  auf  die  Werte  1,-  *n  für  a  und  auf  1,-  •  -m  für  B 
bezieht.  Da  nun  Aa  und  Ba  Einheiten  lind,  fo  ist  nach  186  Aa  X  B& 

n  — 

=  [AaBt],  mithin  ist 

AxB  =  Saa/?6[AaB6]  =  [S«aA„S^Ä]  (74) 

=  [ASjSsBb]  =  [AlS/JbBb)]  (150) 

=  [AB], 

192.  Satz.  Wenn  a  und  ß  die  Klassen  von  A  und  B  find  und 
a  C  ß  ist,  fo  ist 

[AB]  =  (—  l)°tf  -  «"[BA],  oder 

n  —  n  — 

Es  ist  [AB]  der  Ergänzung  von  [BA]  gleich,  nur  wenn  die 
Klasse  von  A  ungerade  und  zugleich  die  von  B  gerade  ist,  dann  ist 

[AB]  der  Ergänzung  von  [BA]  entgegengefetzt. 

Beweis.  Es  ist 

~[BÄ]  =  [BA]  (147) 

=  (—  l)«(n  — A]  (132) 

—  (_  i)«(n-«)(_  l)«(n-^)[AB]  (89) 

=  (—  l)«(*n-«-/?)[AB]. 

Es  ist  aber  (2n  —  a  —  ß )  deckend  mit  a(ß  —  a)  oder  deckend 
mit  a(ß  —  1),  da  a2  mit  a  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade  ist, 
mithin  ist 
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193—194. 


[BA]  =  ( —  -  D[AB],  oder  auch 

[AB]  =  (—  l)a9*  -  «“[BA]. 

Durch  den  fo  eben  erwiefenen  Satz  kann  man  den  rall,  wo  das  zweite 
Fach  eines  inneren  Zeuges  oder  Produktes  von  höherer  Klasse  ist  als  das  erste, 
immer  auf  den  andern  Fall  zurückfuhren,  wo  das  erste  Fach  von  höherer  Klasse 
ist  als  das  zweite.  Diefen  letztem  Fall  legen  wir  daher  in  der  Regel  der  Be¬ 
trachtung  zu  Grunde. 

Satz.  Die  Klasse  des  Innenzeuges  oder  innern  Produktes,  dessen  193. 
beide  Fache  oder  Faktoren  nach  der  Reihe  die  Klassen  «  und  ß 
haben,  während  die  Stufe  des  Hauptgebietes  n  beträgt,  ist,  wenn 
ß  >  a  ist,  gleich  a  -f  n  —  ß,  dagegen,  wenn  ß  <  a  ist,  gleich  a  —  ß. 

Beweis.  Es  feien  A  und  B  die  beiden  Fache  oder  Faktoren, 
deren  Klassen  beziehlich  a  und  ß  lind,  fo  ist  die  Klasse  von  B 
gleich  n  —  ß. 

Wenn  demnach  ß  >>  a  ist,  fo  ist  auch  n  greiser  als  a  -f-  n  —  ß\ 
d.  h.  die  Summe  der  Klassen  von  A  und  B  ist  kleiner  als  die  Stufe 

des  Hauptgebietes,  alfo  ist  nach  133  die  Klasse  des  Flaches  [AB] 

gleich  jener  Summe,  d.  h.  gleich  a  -j-  n  —  ß. 

Wenn  dagegen  ß  <  a  ist,  fo  ist  auch  n  eben  fo  gros  oder  kleiner 

als  a  n  —  ß->  d.  h.  die  Summe  der  Klassen  von  A  und  B  ist  eben 

11  — 

fo  gros  oder  gröser  als  n,  alfo  nach  145  die  Klasse  des  Flaches  [AB] 
um  n  kleiner  als  jene  Summe,  d.  h.  gleich  a  —  ß. 


Satz.  Die  Anzahl  der  Einheiten,  deren  Vielfachenfumme  ein  194. 
Innenzeug  oder  inneres  Produkt  ist,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Ge- 
schiede  aus  fo  viel  Einheiten,  als  die  Stufenzahl  des  Hauptgebietes, 
und  zur  fo  vielten  Klasse,  als  der  Unterschied  der  Klassen  der  beiden 
Fache  oder  Faktoren  beträgt. 

Beweis.  Nach  193  ist  die  Klasse  des  innern  Zeuges  oder  Pro- 
duktes  entweder  gleich  n  -J-  a  —  /?,  oder  gleich  a  —  |S,  je  nachdem  ß 
gröser  als  a  ist,  oder  nicht.  Die  Einheiten  von  gleicher  Klasse  find 
im  ersten  Falle  die  Geschiedsflache  aus  den  n  Einheiten  erster  Klasse 
zur  (n  -f-  a  —  ß)  ten,  im  zweiten  zur  (a  —  ß)  ten  Klasse.  Aber  die 
Anzahl  der  Geschiede  aus  n  Einfachen  zur  (n  -f-  a  —  ß )  ten  Klasse  ist 
nach  Zahlenlehre  390  gleich  der  Anzahl  der  Geschiede  aus  n  Ein¬ 
fachen  zur  ( ß  —  a)ten  Klasse."')  Die  Klassenzahl  ist  dann  im  ersten 


Nach  Zahlenlehre  39ü  ist  p*m  = 


m  !  (p  —  m) ! 


- n»P 


ra 
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Falle  ß  —  a,  im  zweiten  Falle  ist  fie  a  —  /?,  in  beiden  Fällen  alfo  den 
Unterschieden  von  a  und  ß  gleich. 

195,  Satz.  Das  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Grösen  gleicher 
Klasse  ist  eine  Zahl  und  zwar 

Wenn  'El  •  •  -Em  fämmtlich  Einheiten  von  ater  Klasse  find,  fo  ist 

n  — 

£((XiEj  “j—  •  •  •  -j-  OtmEm)  CjSjEj^  -}-••.  -j-  ^9mEm)]  =  Ct^ßi  4~  *  *  *  4~  CLmßm> 
Beweis.  Der  Unterschied  der  Klassen  ist  in  diefem  Falle  null, 
alfo  das  Zeug  nach  194  nullter  Klasse,  d.  h.  eine  Zahl.  Und  zwar, 
wenn  wir 

cc^Ei  -j-  •  •  -j-  ctmKm  ==  8  (XaEa  und  ßi^i  4~  *  *  4~  ß mEm  =  S  /?(>E&  fetzen, 

l,m  l,m 

To  ist 


B  CfaEa^  (S^fcEß)  —  S(Xa/5fr[Ea  E&] 


(nach  74). 


n  — 

Nun  ist  nach  187  das  Zeug  [EaE&],  wenn  et  und  B  verschieden  find, 
gleich  null,  und  wenn  a  und  B  gleich  ist,  gleich  1,  mithin  wird  das 
obige  Zeug  =  factaßa  — —  (X\ßi  4“  *  *  "  4~  (tmßm> 

196.  Satz.  Wenn  E , , •  *Em  Einheiten  von  beliebiger,  aber  von  gleicher 
Klasse  find,  fo  ist 

[(ttiEi  -j-  •  •  -f-  CCmEm)  (/?iEi  4 - 1-  j5mEm)]  =  Ct]ßi  4"  ‘  *  4"  dmßm . 

Beweis.  Es  fei  «jE^*  •  •  4~ «mEm  mit  SarEr,  und  /?XE l-{->  '4“|?mEm 
mit  S/?sEs  bezeichnet,  fo  ist 


[(SctrEr)(  SßsEs)]  -  S(Xrj5s[ErEs] 


(74). 


Nun  ist  nach  187  das  Zeug  [ErEs]  gleich  null,  wenn*  Er  und  Es 
verschiedene  Einheiten  find  und  gleich  eins,  wenn  r  gleich  s  ist,  fomit 
wird  der  gewonnene  Ausdruck 

==  Sctrßr  =  (X \ß[  4- - b  dmßm. 

197.  Satz.  Die  beiden  Fache  eines  Innenzeuges  (die  beiden  Faktoren 
eines  inneren  Produktes)  find  vertauschbar,  wenn  fie  von  gleicher 
Klasse  find,  oder 


n  —  n  — 

[AB]  =  [BA],  wenn  A  und  B  von  gleicher  Klasse  find. 

Beweis.  Es  mögen  E^-'-Em  die  Einheiten  darstellen,  welche 
mit  A  und  B  von  gleicher  Klasse  find  und  fei  A  =  SaaEa,  B  =  S/5bE&, 
fo  ist  nach  195 


[AB]  =  S  Ctaßa  =  S  ßatta  =  [BA]. 

198.  Erklärung.  Das  Innenquader  oder  das  innere  Quadrat  einer 

n  — 

Gröse  A  heist  das  Enflach  [AA], 
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Das  Zeichen  des  Innenquaders  von  A  ist  A-  gelefen  Innen¬ 
quader  von  A. 

Satz.  Das  Innenquader  jeder  Gröse  ist  eine  Zahl  und  zwar  ist  109. 

-J—  •  •  •  -j-  ttmEm)-  — ■  *  *  '  '  • 

Beweis.  (oqEi  -j-  •  •  •  ctmEm)— 

=  [(ttjEj  +  •  •  •  +  CtmEm)  (OtiEj  -f-  •  •  -j-ßmEm)]  (198) 

=  (Xi(Xi  ’  ’  *  “f~  ßmOCm  (19  /). 

Erklärung.  Der  Zahlwert  (numerische  Wert)  einer  Gröse  A  200. 
heist  die  2te  Tiefe  (die  positive  Quaderwurzel)  aus  dem  Innenquader 
diefer  Gröse.  Zahlwertig  gleich  (numerisch  gleich)  heisen  zwei 
Grösen  von  gleichem  Zahlwerte,  d.  h.  deren  Innenquader  gleich  lind. 


Diefe  Erklärung  stimmt  mit  den  in  der  Zahlenlehre  bei  den  Zahlen  und 
bei  den  Winkelgrösen  (imaginären  Grösen)  gegebenen  Erklärungen-  denn  der 

Va 

Zahlwert  von  -j-  a  und  —  a  ist  dort  als  (+  a2)  =  a  und  der  von  a  -|-  ib  als 


i/2 

(a2  b2)  '  erklärt.  In  der  Raumlehre  ist  entsprechend  der  Zahlwert  einer  Linie 

die  Länge  derfelben  gemessen  durch  die  Längeneinheit,  u.  f.  w. 


14.  Normverein  und  Kreifeländerung. 

Erklärung.  Normig  zu  einander  heisen  zwei  von  Null  201. 
verschiedene  Grösen,  deren  Innenzeug  oder  inneres  Produkt  null  ist. 

Zwei  Gebiete  heisen  normig  zu  einander,  wenn  ihre  Teile  es  find. 

Allfeitig  normig  zu  einander  heisen  zwei  Gebiete,  wenn  jede 
Gröse  erster  Klasse,  die  dem  einen  Gebiete  angehört,  zu  jeder,  die 
dem  andern  angehört,  normig  ist;  und  allfeitig  normig  zu  einander 
heisen  zwei  Grösen,  wenn  ihre  Gebiete  es  lind. 

Nimmt  man  in  dem  Raume  die  ursprünglichen  Einheiten  als  gleich  lange  zu 
einander  fenkrechte  Strecken  an,  wie  dies  stets  geschehen  muss,  fo  zeigt  lieh 
leicht,  dass  das  innere  Zeug  oder  Produkt  zweier  Strecken  dann  und  nur  dann 
null  ist,  wenn  diefe  Strecken  fenkrecht  zu  einander  find. 

Erklärung.  Ein  Normverein  (ein  Nor malfy stem)  n  ter  202. 
Stufe  heist  ein  Verein  von  n  zahlwertig  gleichen  (von  Null  ver¬ 
schiedenen)  Grösen  erster  Klasse,  von  denen  jede  zu  jeder  normig  ist. 

Ein  vollständiger  Normverein  heist  er,  wenn  n  zugleich  die 
Stufe  des  Hauptgebietes  ist.  Der  Zahlwert  jener  n  Grösen  heist  zu¬ 
gleich  der  Zahlwert  des  Normvereins. 

Einfach  heist  der  Normverein,  dessen  Zahlwert  1  ist. 

Im  Raume  bilden  z.  B.  drei  gleichlange  und  gegen  einander  fenkrechte 
Strecken  einen  Normverein. 

7* 


203  —  205. 
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203.  Satz.  Der  Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  erster  Klasse 
ist  ein  vollständiger  Normverein  vom  Zahlwerte  1. 

Beweis.  Es  feien  el9*  •  •  *en  die  ursprünglichen  Einheiten,  fo  ist 
nach  187 

1  =  ej-  =  •  •  •  =  en- 

n  — 

0  =  [ete2]  =  •  •  •  • . 

204.  Erklärung.  Eine  Kreifeländerung  heist  jede  Umgestaltung 
eines  Vereins,  durch  welche  2  Grösen  a  und  b  des  Vereins  lieh  be- 
ziehlich  in  xa  -}-  yb  und  in  nh  (xb  —  ya)  verwandeln,  wo  x2  -f-  y2  —  1  ist. 

Die  Kreifeländerung  heist  eine  Plusänderung  (eine  pofitive), 
wenn  a  und  b  lieh  in  xa  +  yb  und  +  (xb  —  ya)  verwandeln,  eine 
Strichänderung  (eine  negative),  wenn  a  und  b  lieh  in  xa  4-  yb 
und  —  (xb  —  ya)  verwandeln. 

Wenn  hierbei  x  =  cosa  und  y  =  sinct  ist,  und  a  und  b  zahl¬ 
wertig  gleich  und  zu  einander  normig  find,  fo  fagt  man,  der  Verein 
habe  lieh  von  a  nach  b  hin  um  den  Winkel  a  geändert. 

Wenn  im  Raume  a  und  b  zwei  gleichlange  und  zu  einander  fenkrechte 
Strecken  darstellen,  fo  lieht  man  leicht,  dass  durch  die  Kreifeländerung,  durch 
welche  a  in  al  =■  acos«  -}-  bsina,  b  in  bj  —  b  cosa  —  asina  übergeht,  ax  und 
bi  von  derfelben  Länge  lind  wie  a  und  b  und  gegen  einander  fenkrecht  bleiben. 
Es  bleiben  alfo  a  und  b  bei  jener  Aenderung  normige  oder  fenkrechte  Halb¬ 
messer  eines  festen  Kreifes.  Und  ist  der  Winkel  von  a  bis  ai  gleich  a.  Sind 
dagegen  a  und  b  beliebige  Strecken,  fo  werden  at  und  bx  normige  Halbmesser 
einer  bestimmten  Ellipse,  in  welcher  auch  a  und  b  normige  Halbmesser  find. 

205.  Satz.  Jeder  Normverein  geht  durch  Kreifeländerung  in  einen 
zahlwertig  gleichen  Normverein  über. 

Beweis.  Es  feien  a,  b,  c, •  •  •  die  Grösen  eines  Normvereins, 

d.  h.  nach  201,  es  fei  ai  =  b-  =  c-  =  •  •  •  und  fei  0  ==  [ab]  =  [ac] 

n  — 

=  [bc]  =  •  •  • .  Nun  ändere  lieh  durch  Kreifeländerung  a  in  a,  =xa  -f  yb 
und  b  in  bt  =  xb  —  ya,  wo  x2  -f-  y2  =  4  ist,  fo  ist  zu  zeigen,  dass 
aj,  bi,  c, •••  einen  Normverein  bilden,  in  welchem  ax-  =  a-  ist.  Es 


ist,  da  [ab]  =  0  ist, 

=  (xa  -f-  yb)-  =  x2a-  -J-  y2b-,  d.  h.  da  b-  =  a- 

=  (x2  +  y'2)a-,  d.  h.  da  x2  4-  y2  =  1 


ai. 


Aus  gleichem  Grunde  ist  b^  =  ai.  Ferner  ist,  da  [ab]  =  0 
[ai  bi]  =  [(xa  f  yb)  (xb  —  ya)]  =  xy(bi  —  ai), 


d.  h.  da  bi  =  ai 


0. 
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Endlich  ist 

[aiC  ]  =  [(xa  —  yb)c  ]  =  x[ac  ]  -f-  y[bc  ], 
und  dies  gleich  Null,  weil  [ac  ]  und  [bc]  =  0  find.  Aus  gleichem 

n  — 

Grunde  ist  [bi  c  ]  =  0  u.  f.  w.  Folglich  ist  der  Verein  ax,  b1?  c, ••• 
ein  Normverein,  dessen  Zahlwert  gleich  dem  des  gegebenen  ist,  da 
a1-  =  a-. 

Satz.  Das  Enflach  der  Grösen  eines  Normvereins  bleibt  bei  der  206. 
Kreifeländerung  des  Vereins  unverändert,  wenn  die  Aenderung  eine 
Plusänderung  (pofitiv)  ist,  erhält  dagegen  den  entgegengefetzten  Wert, 
wenn  die  Aenderung  eine  Strichänderung  (negativ)  ist. 

Beweis.  Es  sehe  a  durch  Kreifeländerung  in  a.  =  xa  4-  vb. 
b  in  bt  =  xb  —  ya  über,  wo  x2  -f-  y2  =  1  ist;  fo  wird 

Caibi ]  —  [(xa  —  yb)(xb  —  ya)]  und  dies,  da  [aa],  [bb]  nach  92  null  find, 

=  x2[ab]  —  y2[ba]  und  dies,  da  [ba]  =  —  [ab] 

=  (x2  -j-  y2)[ab]  (nach  88) 

=  [ab],  da  x2  -j-  y2  =  1. 

n  n  n 

Alfo  [a^x]  =  [ab].  Kommen  nun  zu  den  gleichen  Flachen  [ab] 

n 

und  [ajbx]  noch  an  den  entsprechenden  Stellen  gleiche  Fache  oder 
Faktoren  hinzu,  fo  bleiben  die  Flache  gleich. 

Bei  der  Strichänderung  wird 

n  n  n 

[axbx]  =  —  [(xa  +  yb)(xb  —  ya)],  mithin  =  —  [ab]  und  wird  alfo 
das  Flach  entgegengefetzt,  mithin  bewiefen. 

Satz.  Die  Grösen  eines  Normvereins  find  gegenfeitig  frei  und  207. 
jede  Gröse  erster  Klasse  lässt  lieh  als  Vielfachenfumme  der  Grösen 
eines  beliebigen  vollständigen  Normvereins  darstellen. 

Beweis.  1.  Es  feien  a,  b,  c, •  •  •  Grösen  eines  Normvereins. 
Gefetzt  nun,  es  feien  diefelben  nicht  gegenfeitig  frei,  fondern  lasse  lieh 
die  eine  als  Vielfachenfumme  der  andern  darstellen,  etwa 
a  —  |5b  -}—  yQj  -f-  •  •  • , 

fo  webe  oder  multiplizire  man  beide  Seiten  innerlich  mit  a,  fo  wird 
=  /3[ba]  4*  y[ea]  +  •  •  •  • 

n  —  n  — 

Hier  ist  [ba],  [ca],  -  •  ■  null  nach  201.  Alfo  wäre  a^- =  0,  im  Wider¬ 
spruche  mit  202.  Es  lässt  fleh  alfo  keine  der  Grösen  a,  b,  c,  •  •  •  als 
Vielfachenfumme  der  übrigen  darstellen,  d.  h.  nach  9  ße  find  gegen¬ 
feitig  frei. 


208—210. 


Ausdehnungslehre. 


102 


2.  Ein  vollständiger  Norm  verein  in  einem  Hauptgebiete  nter 
Stufe  bestellt  nach  202  aus  n  Grösen,  und  da  diefe  nach  Beweis  1 
gegenfeitig  frei  lind,  fo  kann  nach  20  jede  Gröse  erster  Stufe^  da  fie 
immer  dem  Hauptgebiete  angehören  muss,  als  Yielfachenfumme  der 
n  Grösen  dargestellt  werden. 

208.  Satz.  Wenn  eine  Gröse  A  zu  mehren  Grösen  gleicher  Stufe 
B,  C,  •  •  normig  ist,  fo  ist  fie  auch  zu  jeder  Gröse  normig,  welche  eine 
Vielfachenfumme  derfelben  ist. 

Beweis.  Wenn  A  zu  B,  C, •  •  •  normig  ist,  fo  ist  nach  201 

0  =  [AB]  =  [AC]  =  •  •  -. 

Allo  ist  auch 

IMßB  +  yC  +  •  • )]  =  /[AB]  +  y[  AC]  H -  (74) 

=  0. 

209.  Satz.  Alle  Grösen  erster  Klasse,  welche  zu  m  Grösen  eines 
vollständigen  Normvereins  nter  Stufe  normig  find,  gehören  dem  Ge¬ 
biete  der  n  —  m  übrigen  Grösen  des  Vereines  an. 

Beweis.  Es  fei  der  Verein  al9 . an  ein  vollständiger  Norm¬ 

verein,  und  feien  m  feiner  Grösen,  etwa  at,  •  •  *am  zu  irgend  einer  Gröse 
erster  Klasse  c  normig,  fo  ist  zu  zeigen ,  dass  c  dem  Gebiete 
am  •  -au  angehört.  Nach  207  lässt  sich  c  als  eine  Vielfachenfumme 
der  Grösen  des  vollständigen  Normvereins  a^-^-au  darstellen. 

C  CL^  -j—  •  •  •  •  — |—  CtnUn. 

Hier  ist,  da  c  zu  &L  normig  ist,  nach  201 

n  —  n  ™  n  = 

0  =  [ax  cj  =  (Xi  a^—  -j-  0^2  [^i  ^3  ctn[äi  anj 

=  a ,aA-. 

Da  nun  a:-  nach  202  nicht  null  ist,  fo  folgt  aus  der  Gleichung 

=  0,  dass  al  —  0  ist.  Auf  gleiche  Weife  folgt,  dass  auch 

$2,  •  •  •  •  (Xm  null  find.  Folglich  ist 

c  =  ctm  i  am  _(_  i  -j-  •  •  •  •  *4"  ttnan, 
d.  h.  c  gehört  dem  Gebiete  am_j_!«  •  •  »an  an. 

210.  Satz.  Jeder  Normverein  kann  durch  fortgefetzte  Kreifeländerung 
fo  umgewandelt  werden,  dass  eine  feiner  Grösen  einer  beliebig  ge¬ 
gebenen  Gröse  erster  Klasse  aus  dem  Gebiete  des  Vereines  gleich 
wird,  fofern  der  Zahlwert  der  Gröse  dem  des  Normvereins  gleich  ist. 

Beweis.  Es  feien  a1?*  •  • -an  die  Grösen  des  gegebenen  Norm¬ 
vereins,  und  fei  c  die  gegebene  Gröse,  deren  Zahlwert  gleich  at  ist, 
auch  fei 


C  -  -j—  •  •  •  — j—  CtnUn. 
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Man  wandle  nun  aj  und  a2  durch  Kreifeländerung  nach  204  fo 
um,  dass  ax  in 

0Üal  4  ^-2 

c2  - :  i 

■  («!  +  «D 

1  3 

übergeht.  Dann  ist  a X&L  4  ^2a>  =  («i  4*  al)  c2,  alfo 

1  2 

C  =  (_&l  4  4  ^3a3  4  '  *  *  4  ßnUn. 

Darauf  wandle  man  c2  und  a3  durch  Kreifeländerung  fo  um, 
dass  c2  in 

1 2 

Ol  4  ttl)  C  2  +  ß3a3 

C3  —  T^— 

(« i  —  ai  4*  a23) 

übergeht.  Dann  ist 

1  3 

C  -  Ol  4  &2  4-  ßl)  O3  4  ß4ar  4  *  *  *  ~T  ttnan* 

In  diefer  Weife  fahre  man  fort,  bis 

1  j 

c  =  (ai  4  ctl  —  *  •  *  4  an)  cn  wird. 

Nun  ist  nach  der  Bedingung  des  Satzes  c  zahlwertig  gleich  mit  al9 
alfo  nach  200 

Uj—  : — -  C—  — —  (a^ U|  4  *  *  *  4  ßnan)— 

n  —  n  — 

und  da  [aja,],  [a^]  u.  f.  w.  nach  187  gleich  Null  find, 

q  2  _  /y2a  2  1  |  „  2Q  2 

3|-  i —  ~r~  •  •  •  ~  (Xn&n— 

und  da  nach  201  auch  a1-  =  a2-  =  *  •  •=an-  ist,  fo  wird 

a4  =  («i  4  •  '  *  +  «n)ai-  oder  a\  4  *  *  •  4  ßn  =  1, 

mithin  c  =  cu, 

d.  h.  es  ist  durch  fortgefetzte  Kreifeländerung  ax  in  ct,  c2,-‘Cn  =  c 
verwandelt. 

Satz.  Zwei  Normvereine  gleichen  Zahlwertes,  deren  Gebiete  211. 
eines  dem  andern  gleich  oder  untergeordnet  ist,  können  durch  fort- 
gefetzte  Kreifeländerung  fo  umgewandelt  werden,  dass,  wenn  fie  von 
gleicher  Stufe  find,  das  eine  in  das  andere  übergeht,  wenn  fie  von 
ungleicher  Stufe  find,  das  höherer  Stufe  die  Grösen  des  andern  enthält. 

Beweis.  Es  feien  ax,  a2,  a3,-  •  •  und  bl9  b2,  b3?*  •  •  zwei  Norm¬ 
vereine  gleichen  Zahlwertes,  auch  fei  das  Gebiet  bl9b2,b3,*  •  •  entweder 
von  gleicher  oder  höherer  Stufe  als  das  von  al5  a2,  a3,-  •  fo  müssen 
nach  52  alle  Grösen  ai,  a2,  a3,-  •  •  dem  Gebiete  bl9  b2,  b3,*  •  •  angehören. 
Somit  kann  man  nach  210  den  Normverein  bl5  b2,  b3,  ■  •  •  durch  Kreifel¬ 
änderung  fo  umwandeln,  dass  eine  feiner  Grösen  =  ai  wird.  Der 
hierdurch  erzeugte  Normverein  bestehe  aus  den  Grösen  al9  c2,  c3,**‘. 
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Da  nun  a2,  a^,*  •  •  ,  als  Grösen  des  Normvereins  a4,  a2,  a3,«  •  •  ,  zu  a4, 
alfo  zu  einer  Gröse  des  Normvereins  al9  c2,  c3,  •••  normig  find,  fo 
müssen  fie  nach  209  dem  Gebiete  der  übrigen  Grösen  diefes  Vereines, 
d.  h.  dem  Gebiete  c2,c3,-*--  angehören.  Demnach  kann  man  wieder 
den  Verein  c2,  c3,*«*  durch  Kreifeländerung  fo  umwandeln,  dass  eine 
feiner  Grösen  =  a2  wird.  Der  hierdurch  erzeugte  Norm  verein  bestehe 
aus  den  Grösen  a2,  d3,  d4, •  •  •,  fo  müssen  wieder  aus  demfelben  Grunde, 
wie  vorher,  a3,  a4,  •  •  •  dem  Gebiete  d3,  d4,  •  •  •  angehören.  Der  Norm¬ 
verein  bi,  b2,  b3,  b4,-  •  •  ist  dann  durch  Kreifeländerungen  übergegangen 
in  at,  a2,  d3,  d4, •  •  •.  So  kann  man,  wenn  der  Verein  b4,  b2,*  •  •  von 
höherer  Stufe  ist  als  a4,  a2,-  •  •,  fortfahren,  bis  der  zuletzt  hervor¬ 
gehende  Verein  alle  Grösen  des  gegebenen  Vereines  at,  a2,  a3,--- 
enthält.  Sind  beide  Vereine  von  gleicher  Stufe,  fo  kann  man  fort¬ 
fahren,  bis  der  Verein  alle  Grösen  des  Vereins  al9  a2,  a3,  •  •  •,  mit 
Ausnahme  des  letzten,  enthält.  Diefe  letzte  Gröse  fei  an,  und  fei  der 
fo  hervorgehende  Normverein  al5  a2,  •  •  an_  i,  q,  fo  muss  nach  der 
angewandten  Schlussfolge  an  dem  Gebiete  q  angehören,  d.  h.  beide 
müssen  in  einer  Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Ist  nun  q  =  ßan, 
wo  ß  eine  Zahl  ist,  fo  ist,  da  beide  im  Zahlwerte  einander  gleich 
find,  q-  =  an-,  alfo  ß  '1  =  1,  fomit  q  =  ZfZ  au.  Wenn  nun  q  =  —  an 
ist,  fo  hat  man  nur  statt  der  letzten  Kreifeländerung  die  entgegen¬ 
gefetzte  zu  nehmen,  fo  ist  dann  auch  q  =  an,  mithin  ist  dann  der 
eine  der  gegebenen  Normvereine  in  den  andern  durch  Kreifeländerung 
übergegangen. 

212.  Satz.  In  jedem  Gebiete  mter  Stufe  kann  man  einen  Norm¬ 
verein  gleicher  Stufe  von  beliebigem  Zahlwerte  aufstellen  und  zwar 
fo,  dass  diefer  Verein  Teil  eines  vollständigen  Normvereins  ist. 

Beweis.  Das  Gebiet  der  ursprünglichen  Einheiten  e1,e2,---en 
fei  das  Hauptgebiet.  Der  Verein  diefer  Einheiten  ist  nach  203  ein 
vollständiger  Normverein  vom  Zahlwerte  1.  In  dem  Gebiete  mter 
Stufe  A  innerhalb  des  Hauptgebietes  fei  nun  ax  eine  Gröse  erster 
Klasse  vom  Zahlwerte  1.  Nach  210  kann  nun  jener  vollständige 
Normverein  durch  Kreifeländerung  fo  umgewandelt  werden,  dass  a4 
eine  der  Grösen  des  hervorgehenden  Normvereins  wird.  Dann  ist  a4 
zu  den  n  —  1  übrigen  Grösen  diefes  Normvereins,  alfo  nach  208 
auch  zu  jeder  Gröse  ihres  Gebietes  A4  normig.  Dies  Gebiet  ist 
von  (n — -l)ter  Stufe  und  hat  alfo  mit  dem  Gebiete  mter  Stufe  A 
nach  31  ein  Gebiet  gemein,  dessen  Stufenzahl  n  —  1  -f-  m — n  =  m  —  1 
ist.  Es  fei  in  diefem  gemeinschaftlichen  Gebiete  wieder  a2  eine  Gröse 
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erster  Klasse  vom  Zahlwerte  1.  Da  a2  alfo  auch  dem  Gebiete  Ax 
angehört,  fo  ist  fie  nach  dem  obigen  zu  at  normig,  aber  auch,  da 
beide  gleich  1  find,  mit  at  im  Zahlwerte  gleich,  alfo  bilden  und  a2 
einen  Norm  verein  vom  Zahlwerte  1.  Alfo  lässt  ficli  nach  209  der 
vollständige  Norm  verein  el9*’*en  in  einen  andern  Norm  verein  um¬ 
wandeln,  welcher  at  und  a2  enthält.  Das  Gebiet  A2  der  übrigen 
n  —  2  Grösen  diefes  Normvereins  ist  von  (n  —  2)  ter  Stufe,  und  alle 
Grösen  erster  Klasse,  die  diefem  Gebiete  angehören,  find  normig  zu 
ax  und  a2.  Nun  haben  A  und  A2  ein  Gebiet  m  —  2  ter  Stufe  gemein; 
in  ihm  fei  a3  eine  beliebige  Gröse  erster  Klasse  vom  Zahlwerte  1,  fo 
hat  man  schon  einen  Normverein  von  drei  Grösen  an  a2,  a3  in  A, 
und  fo  kann  man  fortfahren.  Hat  man  fo  in  A  einen  Normverein 
von  (m  —  1)  Grösen  a1,***am_1  erhalten,  fo  enthält  der  vollständige 
Normverein,  zu  dem  er  gehört,  auserdem  noch  n  —  m  -{-  1  Grösen, 
d.  h.  ihr  Gebiet,  welches  Am_i  heise.  ist  von  (n  —  m  -f-  1)  ter  Stufe, 
hat  alfo  mit  dem  Gebiete  mter  Stufe  A  noch  ein  Gebiet  gemein, 
dessen  Stufenzahl  n  —  m  1  -j-  m  —  n  =  1  ist.  Es  fei  am  eine  Gröse 
erster  Klasse  diefes  Gebietes  vom  Zahlwerte  1,  fo  ist  am,  da  es  in 

Am _ !  liegt,  zu  a1,*-«-am_1  normig  und  ax , •  •  •  •  am  bilden  alfo  einen 

Normverein  mter  Stufe  in  dem  Gebiete  mter  Stufe  A.  Diefem  Norm¬ 
vereine  kann  man  dadurch,  dass  man  alle  feine  Grösen  mit  einer  und 
derfelben  beliebigen  Zahl  vervielfacht,  jeden  beliebigen  Zahlwert  geben. 

15.  Die  normige  Zurückleitung. 

Erklärung.  Die  normige  Zurückleitung  A'  einer  Gröse  A  213. 
auf  ein  Gebiet  B  heist  die  Zurückleitung  der  Gröse  A  auf  das 
Gebiet  B,  unter  Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes  (Vergl. 

28  und  179). 

In  der  Raumlehre  ist  die  fenkrechte  Abschattung  oder  Projektion  die 
normige  Zurückleitung.  Sei  z.  B.  a,  b,  c  ein  vollständiger  Normverein  und 
p  —  aa  -j-  /3b  -j-  yc  eine  beliebige  Gröse  des  Hauptgebietes,  fo  ist  die  normige 
Zurückleitung  der  Gröse  p  auf  das  Gebiet  bc  gleich  ,3b  -f-  yc,  die  auf  das  Gebiet 
c  gleich  yc. 

Satz.  Die  normige  Zurückleitung  A'  einer  Gröse  A  auf  ein  214. 
Gebiet  B  ist 

,  [B  •  (AB)]  b  _ 

A  =  — —2 - ,  und  fie  ist  A'  =  [B  •  (AB)],  wenn  Bl  ==  1. 

B— 

Beweis.  Nach  213  ist  A'  die  Zurückleitung  von  A  auf  B.  unter 
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Ausschluss  des  zu  B  ergänzenden  Gebietes,  d.  h.  des  Gebietes  B.  Wird 
B  mit  C  bezeichnet,  fo  ist  nach  181 

v  __  [B(AC)]  alfo  _  [BgABj]  _  [B  •  (AB)] 

[BC]  ’  [BB]  Bl 

215.  Satz.  Wenn  die  Klasse  von  A  gleich  der  von  B  ist,  fo  ist  die 
Zurückleitung 

n  — 

A'  =  und  fie  ist  A;  =  [ABB],  wenn  B-  =  1, 

B— 

Beweis.  Wenn  A  und  B  gleicher  Klasse  find,  fo  ist  nach  167 

n  —  n  — •  u  — 

[AB]  eine  Zahl  und  kann  alfo  statt  [B*(AB)]  geschrieben  werden  [ABB]. 

216.  Satz.  Die  Ergänzung  des  Enflaches  A  von  m  Grösen  eines 
vollständigen  Normvereins  vom  Zahlwerte  eins  ist,  wenn  die  n  ein- 

n 

fachen  Fache  (Faktoren)  von  [AB]  die  n  Grösen  des  Normvereins 
find,  dem  Enfiache  der  (n  —  m)  übrigen  Grösen  des  Vereins  gleich 

n 

oder  entgegengefetzt,  je  nachdem  [AB]  =  +  1  oder  =  —  1  ist, 
d.  h.  es  ist 

I  =  [ABB]. 

Beweis.  1.  Für  den  Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  ist 
diefe  Formel  in  138  als  Erklärung  festgefetzt. 

2.  Es  ist  nun  noch  zu  beweifen,  dass,  wenn  diefe  Formel  für 

=»  n 

irgend  einen  Normverein  a,  b,  c,  •  •  •  gilt,  fo  dass  A  =  [ABB],  fie  auch 
für  jeden  aus  ihm  durch  Kreifeländerung  hervorgehenden  Normverein 
gilt.  Es  gehe  nun  durch  Kreifeländerung  a  in  at  =  xa  +  yb,  b  in 
bx  =  xb  — •  ya  über  und  verwandle  lieh  A  in  At,  B  in  Bj ;  fo  ist  zu 

—  n 

zeigen,  dass  auch  At  =  [A^BJ  fei.  Da  nun  A  und  B  nach  dem 
Satze  zufammen  alle  Grösen  a,  b, •••  des  Normvereins  und  zwar 
fowohl  A  als  B  jede  diefer  Grösen  nur  einmal  enthalten  follen,  fo 
kommen  a  und  b  entweder  beide  in  A,  oder  beide  in  B,  oder  eine 
in  A  und  die  andere  in  B  vor.  Wir  haben  nun  schon  in  206  bewiefen, 

n  ^  n 

dass  das  Enflach  [a^J  bei  diefer  Aenderung  gleich  [ab]  bleibt;  fomit 
bleibt  in  den  beiden  ersten  Fällen  fowohl  A  als  B  unverändert,  alfo 
bleibt  dann  auch  die  obige  Gleichung,  die  nur  A  und  B  enthält,  bestehen. 

Im  dritten  Falle  fei  a  in  A  enthalten,  b  in  B,  und  fei  A'  die 
Gröse,  die  aus  A  hervorgeht,  wenn  man  darin  b  statt  a  fetzt,  und  B' 
die  Gröse,  welche  aus  B  hervorgeht,  wenn  man  darin  a  statt  b  fetzk 
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n  n 

Dann  unterscheiden  fich  die  Flache  [A'B']  und  [AB]  nur  durch  gegen- 
feitme  Vertauschung  der  beiden  einfachen  Fache  a  und  b,  folglich  ist 

dann  nach  88  [A'B']  =  —  [AB].  Ferner  ist  dann 
Ai  =  xA  +  yA',  Bx  ==  xB  —  yB', 
folglich  nach  151 

Ai  =  xA  -j-  yA' 

Da  nun  A  und  A'  nur  Grösen  des  Normvereins  a,  b, •••  als 
einfache  Fache  oder  Faktoren  enthalten,  und  B  und  B'  die  jedesmal 
übrigen,  fo  gilt  (nach  der  Annahme)  für  fie  die  obige  Gleichung, 
d.  h.  es  ist 

A  =  [ABB],  A'  =  [  A'B'B'], 

und  da  [A'B']  =  —  [AB],  auch  A'  =  —  [ABB'],  mithin 

Ai  =  x[ABB]  —  y[ABB']  =  [AB(xB  —  yB')]  =  [ABB,]. 

Endlich  ist  nach  206  [A^J  =  [AB],  indem  die  einfachen  Fache 

n  n 

von  [AiBJ  aus  denen  von  [AB]  durch  poßtive  Kreifeländerung  hervor¬ 
gehen.  Alfo  ist 

Ai  =  [AiBiBi], 

d.  h.  wenn  die  Gleichung  für  irgend  einen  Normverein  gilt,  fo  gilt  fie 
auch  für  jeden  daraus  durch  poßtive  Kreifeländerung  hervorgehenden, 
und  ebenfo  auch  für  jeden  daraus  durch  negative  Aenderung  hervor, 
gehenden.  Denn  nach  204  wird  die  poßtive  Kreifeländerung  in  eine 
negative  verwandelt,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  bx  ändert,  dann 
ändert  fich  auch  das  Vorzeichen  von  Bt,  wobei  die  gefundene  Gleichung 
bestehen  bleibt.  Alfo  bleibt  die  Gleichung  überhaupt  bei  jeder  Kreifel¬ 
änderung  des  Normvereins  bestehen,  wenn  fie  für  irgend  einen  Norm¬ 
verein  gilt.  Nach  Beweis  1  gilt  fie  aber  für  den  Norm  verein  der 
ursprünglichen  Einheiten,  alfo  nun  auch  für  jeden  daraus  durch  Kreifel¬ 
änderung  abgeleiteten  Verein.  Nach  211  kann  man  aber  jeden  Norm¬ 
verein  des  Zahlwertes  1  aus  jenem  ableiten,  alfo  gilt  die  Gleichung 
für  jeden  Normverein  vom  Zahlwerte  1. 

Satz.  Alle  bisher  aufgestellten  Sätze  behalten  ihre  Geltung,  217. 
wenn  man  statt  des  Vereins  der  ursprünglichen  Einheiten  einen 
beliebigen  vollständigen  Normverein  mit  dem  Zahlwerte  Eins  fetzt. 

Beweis.  Alle  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  entwickelten 
Rechnungsgefetze  gelten  nach  160  auch  dann  noch,  wenn  man  statt 
der  n  ursprünglichen  Einheiten  beliebige  n  Grösen  fetzt,  welche  Viel- 


218. 


Ausdehnungslehre. 


108 


fachenfummen  derfelben  find  und  deren  Flach  1  ist,  alfo  auch,  wenn 
man  die  Grösen  eines  vollständigen  Norm  Vereins  einfetzt.  Ferner  gib 
nach  216  der  Begriff  der  Ergänzung  wie  er  in  128  in  Bezug  auf  den 
Verein  der  ursprünglichen  Einheiten  aufgestellt  ist,  auch  in  Bezug  auf 
jeden  Normverein  mit  dem  Zahlwerte  Eins.  Aber  auf  diefem  Begriff 
der  Ergänzung  und  den  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  entwickelten 
Rechnungsgefetzen  beruhen  alle  Sätze  der  Innungslehre,  wie  fie  bisher 
entwickelt  worden  find.  Alfo  gelten  diefe  Sätze  noch,  wenn  man 
statt  des  Vereins  der  ursprünglichen  Einheiten  einen  Norm  verein  mit 
dem  Zahlwerte  eins  fetzt. 

Der  Begriff  des  Innenzeuges  ist  alfo  nicht  mehr  an  den  Verein  der  ursprüng¬ 
lichen  Einheiten  geknüpft,  man  kann  vielmehr  statt  jenes  Vereins  einen  beliebigen 
Norm  verein  vom  Zahlwerte  eins  fetzen,  ohne  dass  irgend  einer  der  bisher  auf¬ 
gestellten  Sätze  eine  Aenderung  erleidet.  Es  ist  alfo  der  Begriff  des  Innenzeuges 
oder  des  inneren  Produktes  nur  noch  an  den  Begriff  des  Normvereins  geknüpft, 
und  diefer  tritt  daher  in  den  später  folgenden  Entwickelungen  statt  des  Vereins 
der  ursprünglichen  Einheiten  hervor. 

218.  Satz.  Die  Bedingungsgleichungen  für  die  innere  Webung  zweier 
Grösen  erster  Klasse  And 

n  —  n  —  n  — 

[eres]  =  0,  wenn  r  £  s,  und  [erer]  =  [eses]  =  •  •  •  =  1, 

und  zwar  gelten  diefelben  auch,  wenn  man  statt  der  Einheiten 

ej,  e2,  •  •  -en  einen  beliebigen  vollständigen  Normverein  fetzt. 

Beweis.  Die  Geltung  der  beiden  Gleichungsgruppen  für  die 
Einheiten  ist  in  187  bewiefen.  Alfo  gelten  fie  nach  217  auch  für 
jeden  einfachen  vollständigen  Normverein  von  dem  Zahlwerte  eins. 
Sie  gelten  aber  auch  für  jeden  beliebigen  vollständigen  Normverein 
vom  Zahl  werte  X.  Denn  find  a,  b,  zwei  Grösen  desfelben  und  ist  X 
der  Zahl  wert  des  Normvereins,  fo  dass  a  =  Aa',  b  =  Ab'  gefetzt  werden 

n  — 

kann,  wo  a'  und  b'  den  Zahlwert  1  haben,  fo  ist  [a'b']  =  0,  alfo 

auch  [Aa'Ab']  =  0,  d.  h.  [ab]  =  0  und  [a'a]  =  l,  alfo  [aa]  =  [Aa'Aa'] 

=  A2[a'a']  =  X2.  Ebenfo  [bb]  =  A2,  alfo  [aa]  =  [bb].  Die  beiden 
obigen  Gruppen  von  Gleichungen  enthalten  aber  auch  die  vollständigen 
Bestimmungsgleichungen,  d.  h.  es  herrscht  zwischen  den  Zeugen  oder 

n  — 

Produkten  [eres]  keine  andere  Zahlbeziehung,  als  eine  aus  jenen  beiden 
Gruppen  ableitbare.  Es  lassen  lieh  nämlich  vermöge  der  beiden 

n  — 

Gruppen  alle  Zeuge  oder  Produkte  [eres],  fofern  r  gleich  s  ist,  gleich 

[eiei]  fetzen,  während  fie  verschwinden,  fobald  r  von  s  verschieden 
ist.  Hat  man  alfo  irgend  eine  Bedingungsgleichung 
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fo  verwandelt  fie  ficli  in 

n  — — 

S(Xr,r£tii  ex]  0 , 

n  — 

also,  da  [ex  ej  gleich  1  ist,  in 

Sßr?r  =  0. 

Ist  aber  letzteres  der  Fall,  fo  geht  die  Gleichung 

n  — 

Sar,s[ere8]  =  0 

schon  aus  den  obigen  beiden  Gruppen  hervor,  fomit  enthalten  jene 
beiden  Gruppen  die  vollständigen  Bestimmungsgleichungen. 

Für  die  innere  Webling  oder  Multiplikation  zweier  beliebiger  Grösen  von 
den  Stufen  p  und  q  (qBlfeq?)  find  die  Bestimmungsgleichungen  in  den  beiden 
Gleichungsgruppen  enthalten : 

n  — 

[EF]  =  0.  wenn  E  und  F  eine  der  andern  nicht  gleich  oder  untergeordnet 
[EEG]  =  [E'E'G],  wo  E,  F,  G,  E'  Flache  der  ursprünglichen  Einheiten 
find,  E,  E'  von  pter,  F,  [EG]  und  [E'G]  von  qter  Klasse  ungleich  null  find. 


Satz.  [ab]  =  [ba].  219. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  197. 

Satz,  [(a^i  +  a2a2  +•  •  -)(ßi&i  +  fta2  4-  •  •)]  220. 

=  a ißfoi-  -j-  a2ß2&2-'  •  •  *> 

wenn  at,  a2,-  •  •  •  zu  einander  normig  find. 

n  — 

Beweis.  Es  ist  £oqaA  -j-  ct2a2  -j-  •  •)  C/^iai  ß%^2  ~f*  *  *)3 

=  [öiü!  +  a2a2  —  •  -)(ßiai  4-  ß 2 a2  +..)]  =  [CSaaao)(S/S5a5)] 

=  Saa/fo[aaa&]  (74) 

n  — 

==  bCCaßa  [ü  a  Ua), 

weil  aa  und  a&,  wenn  a  von  b  verschieden  ist,  nach  der  Annahme  zu 
einander  normig  find,  alfo  nach  218  ihr  Innenzeug  null  ist.  Der 
letzte  Ausdruck  ist  aber 

=  Sßa/Sa a-a-  =  —  a2ß2 a24  -f  •  •  •. 

li 

Satz.  [(a1a1  4-  a_a2  +  •  0(ftai  +  p2a2  -+-••)]  =  aißi  +  «2^2  +  •  •,  22). 

wenn  at,  a2,  •  •  •  ein  einfacher  Normverein. 


Beweis.  Nach  220  ist 

n  _ 

[(4Gal  ~  $2a2  ™  ’  *  *)Q^ial  "j“  ßi‘^2  ~ 
—  (XißlBl-  CC2ßi a2-  ~{™  •  •. 


)] 


•  t 
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Da  aber  aJ,a2,*  •  •  ein  einfacher  Normverein  find,  fo  ist  a1i=a2-==*  •  —  1, 
alio  der  Gefundene  Ausdruck 

o 

=  Ctfßx  ft  «2 ft  +  ‘  *  *  • 

222.  Satz.  Wenn  a,,a2,---  zu  einander  normig  find,  fo  ist 

(ar  ft  a2  ft  •  • )-  ==  ai-  a2-  ft  •  •• 


Beweis.  Unmittelbar  aus  220. 

223.  Satz,  (a  ft  b)- =  a-  -f-  2[ab]  ft  b-. 

Beweis.  Es  ist 

(a  ft  b)-  =  [(a  ft  b)  (a  ft  b)] 

=  [aa]  ft  [ab]  ft  [ba]  ft  [bb]  (74), 

älfo  nach  218 

=  ai  +  2[a  b  ]  +  b*. 

224.  Satz,  (a  ft  b  ft  c)-  =  a-  ft  b-  ft  c-  ft  2[bc]  ft  2[ca]  ft  2[ab]. 
Beweis  wie  in  223. 

Die  Sätze  222  bis  224  enthalten,  auf  den  Raum  bezogen,  den  Pytliagoräischen 
Lehrfatz  nebst  feiner  Erweiterung  für  die  Ebene  wie  für  den  Raum. 

225  Satz.  Wenn  die  Gebiete  von  A  und  B  zu  einander  allfeitig 
normig  find,  und  C  eine  beliebige  Gröse  von  niederer  oder  gleicher 
Klasse  wie  B  ist,  fo  ist 

[AB  (AC)]  =  A-[BC]  und 

[CA  (BA)]  =  A-[CB]. 

Beweis.  1.  Es  fei  ein  Normverein  mit  dem  Zahlwerte  1  an¬ 
genommen,  dessen  Grösen  ficli  auf  die  Gebiete  A  und  B  verteilen, 
und  fei  derfelbe  zu  einem  vollständigen  Normvereine  ergänzt.  Dann 
ist  C  als  Viel  fachen  fiun  me  der  Geschiedsflache  (multiplikativen  Kom¬ 
binationen)  der  Grösen  jenes  Norm  Vereins  ableitbar.  (106.  109). 

Es  fei  C  =  /1Cl  ft  y2 C2  ft  •  •  •,  ferner  fei  A  —  aAl9  B  =  ßB^ 
wo  Aj,  Bj  Geschiedsflache  (kinbinatorische  Produkte)  der  Grösen  des 
Normvereins  find,  fo  ist 

[AB  (AC)]  =  a2^[A1B1  "AftyA  ft  y,C2  ft  •  •))] 

=  a2ßy,  [AjB,  (A,C, i]  +  «wdA1B,(A1C,)]  +  ---. 

Aber  [A,B, (A.CO]  ist,  wenn  A1:  B,,  Cr  Einheiten  höherer  Klasse, 
d.  h.  Geschiedsflache  der  ursprünglichen  Einheiten  find,  nach  190 

gleich  [B| Cr] .  Dasfelbe  findet  aber  nach  217  auch  noch  statt,  wenn 
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jene  Grösen  Geschiedsflache  dev  Grösen  eines  einfachen  Normvereins 
find,  alfo  auch  in  diefem  Falle.  Somit  wird 

[AB  (AC)]  =  a^y1[B1CJ]  +  a*ßy2\ B^J  +  ••• 

=  a2iS[B1ö'iC1  +  Y2  C2  +  ••■)] 

==  a^fBjC]. 

Da  nun  A*  ein  Geschiedsflaeh  von  Grösen  eines  einfachen  Norm¬ 
vereins  ist,  fo  ist  Ajl  =  1  und  ist  der  gefundene  Ausdruck 

=  ==  («AD^B/C] 

=  AI[BC]. 

2.  Auf  gleiche  Weife  ergiebt  lieh  die  zweite  Formel  des  Satzes. 

Satz.  Das  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Grösen  ändert  226. 
feinen  Wert  nicht,  wenn  man  statt  der  einen  Gröse  ihre  normige 
Zurückleitung  auf  das  Gebiet  der  andern  fetzt,  d.  h. 

[AB]  =  [AB']  und 

[BÄ]  =  [B'Ä], 

wenn  B'  die  normige  Zurückleitung  von  B  auf  das  Gebiet  A  ist  und 
alfo  A  von  gleicher  oder  höherer  Klasse  als  B  ist. 

Beweis.  Es  fei  das  Hauptgebiet  von  nter  Stufe,  A  von  mter, 

B  von  pter  Klasse,  fo  kann  man  nach  212  einen  vollständigen  Norm¬ 
verein  a1?«  •  •  *an  fo  annehmen,  dass  m  feiner  Grösen,  etwa  al7*  •  •  -am, 
in  A  liegen,  und  fein  Zahl  wert  1  fei.  Die  p  Fache  oder  Faktoren 
von  B  find  dann  nach  207  als  Yielfachenfummen  von  al9  •  •  •  an  dar¬ 
stellbar,  alfo  ist  B  eine  Vielfachenfumme  der  Geschiedsflache  (mul¬ 
tiplikativen  Kombinationen)  von  ar,  •  •  •  an  zur  pten  Klasse.  Diefe 
Geschiedsflache  feien  Bx,  B2,-Bq,  Bq_^_ 1?- •  •  Br,  wo  Bj,‘-Bq  die 
Geschiedsflache  aus  a1,,i,-am  feien-  und  fei 

B  =  ß  j>i  +••*•+  /?qBq  4"  ßq  +  lBq  +  1’  *  ‘  *  + 

fo  find  nach  188  und  217  die  Zeuge  [ABq_p]], •  •  -[ABr]  alle  gleich 
null,  da  jede  der  Grösen  Bq  +  1  bis  Br  folche  Fache  oder  Faktoren 
enthält,  die  in  A  nicht  Vorkommen,  und  diefe  Grösen  alfo  der  Gröse 
A  nicht  gleich  oder  untergeordnet  find,  alfo  wird 

O  0  7 

[AB]  =  ß, [AB,]  +  •••  +  j?q[ABq] 

“  [A  C^jBi  -f-  *  •  -f-  ßqBq)]- 

Aber  nach  179  ist  ß[B{  -(-■••  +  /?qBq  die  Zurückleitung  von  B 
auf  das  Gebiet  a^-'-am,  mit  Ausschluss  des  Gebietes  am _|_ l7 *  •  -an, 
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letzteres  Gebiet  ist  aber  nach  216  die  Ergänzung  des  ersteren;  alfo 
ist  /51Bi  +••••-[-  j^qBq  die  normige  Zurückleitung  von  B  auf  das 
Gebiet  &1  /•••am,  d.  h.  auf  das  Gebiet  von  A,  alfo  gleich  B'  und  fomit 

[AB]  ==  [AB']. 

Aus  gleichem  Grunde  ist  [BA]  =  [B'A]. 

227.  Satz.  Wenn  man  in  einem  Innenzeuge  oder  innern  Produkte 
zweier  Grösen  gleicher  Klasse  die  eine  auf  das  Gebiet  der  andern 
normig  zurückleitet,  und  diefe  Zurückleitung  fo  wie  die  Gröse,  auf 
deren  Gebiet  zurückgeleitet  ist,  durch  ein  und  dasfelbe  Mas  misst, 
dessen  Zahlwert  Eins  ist,  fo  ist  das  Zeug  der  beiden  Messungs- 
Brüche  gleich  dem  gegebenen  Innenzeuge  oder  innern  Produkte, 
d.  h.  es  ist 

[AB]  =  aß',  wenn  A  =  aE, 

und  die  normige  Zurückleitung  B'  von  A  auf  B  gleich  ß'E,  wo  der 
Zahlwert  von  E  gleich  Eins  ist. 

Beweis.  Nach  198  ist 

[AB]  =  [AB']. 

Es  fei  E  ein  Gebietsteil  von  A  mit  dem  Zahlwerte  Eins,  und  fei 

A  =  aE,  B'  =  ß'E,  fo  ist  [AB']  =  a/?'[EE]  =  aß'E-  =  a/5',  da 
Ei  =  1  ist, 

228.  Erklärung.  Wenn  A  ein  Geschiedsflach  (eine  multiplikative 
Komplexion)  aus  a,,  a2,***an  ist,  fo  heist  das  Geschiedsflach  B, 
welches  die  fämmtlichen  in  A  nicht  enthaltenen  gegebenen  Grösen 
erster  Stufe  enthält,  und  mit  einem  folchen  Vorzeichen  (+)  verfehen  ist, 

n  n 

dass  [AB]  =  [ax  a2  •  an]  ist,  das  zu  A  ergänzende  Geschiedsflach. 

229.  Satz.  Wenn  A  (Alpha)  mit  A  von  gleicher  Klasse,  B  (Böta) 

n 

aber  von  gleicher  oder  niederer  Klasse  ist  als  B,  und  [AB]  £  0  ein 
Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist,  auch  A,  At, —  die  Geschieds- 
flache  (multiplikativen  Komplexionen)  aus  den  Grösen  erster  Klasse 

n 

von  [AB],  und  B,  B , ,  *  *  •  die  zu  A,  Aj,  •••  ergänzenden  Geschiedsflache 
find,  fo  ist 

(a)  [AB T^B)]  =  [AA(BB)]  -f  [A^B,  I?)]  +  •  •  •  und 

(b)  \BAl BA)]  ==  [ßB  CA A)]  +  [BB,  (A AJ]  +  ■  •  •. 

Beweis.  1.  Es  feien  zunächst  die  Grösen  erster  Klasse  in 

n 

[AB]  alle  zu  einander  normig.  Da  A  von  gleicher  Klasse  mit  A  ist, 
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fo  ist  es  als  eine  Yielfachenfumme  aus  den  Geschiedsflachen  A,  Ax,- 
darstellbar.  Es  fei  alfo 

Ä  =  aA  4-  aiAt  H —  *, 

fo  ist 

[AB (kB)]  =  [AB”(aA  +  a,At  4 - )B)] 

=  a[ABlAB)]  4-  c^ABCAiB)  H - . 

Da  nun  nach  der  Yorausfetzung  B,  Bl5  •  •  •  die  ergänzenden 

Geschiedsflache  zu  A,  Ax,*  •  find,  To  ist  nach  228  [AB]  —  [A^]  =  •  •, 
und  erhalten  wir  die  Gleichung 

n[ABUB)]  =  et  [AB  (AB)]  +  aj^Mi  (A,B)]  +  •  •  •• 

n  1 

Da  ferner  die  einfachen  Grösen  in  [AB]  alle  zu  einander  normig, 

auch  diefelben  ßnd  mit  denen  von  +  [AiBJ  u.  f.  w.  nach  der  An¬ 
nahme,  fo  ist  A  zu  B  allfeitig  normig,  und  ebenfo  Ax  zu  Bi  u.  f.  w. 
Folglich  ist  nach  225  der  zuletzt  gewonnene  Ausdruck 

=  aAi[BB]  +  OiA^PiS]  H - . 

Nun  ist  aber  [ArA]  =  [Ar(aA  4~  «iAx  4-  •  •  •)]  =  oirAr-,  weil  Ar 
mit  den  zu  ihm  normigen  Grösen  A,  Al5*  •  •  ausgenommen  Ar,  innerlich 
gewebt  oder  multiplizirt,  null  giebt  nach  188,  217.  Alfo  kann  man 

n  — 

in  dem  vorher  gefundenen  Ausdruck  [ArA]  statt  ßrAr-  fetzen  und 
jener  Ausdruck  wird 

=  [A2][BB]  4-  [Ai2][BiB]  4-  •  •  •=  [A2cb5)]  4-  [A^foS)]  -1- 

d.  h.  die  Formel  (a)  gilt  für  unfere  Yorausfetzung. 

2.  Die  Formel  (a)  gilt  alfo,  wenn  die  Grösen  erster  Klasse  in 

n 

[AB]  alle  zu  einander  normig  find,  fie  bleibt  aber  auch  noch  bestehen, 
wenn  man  diefe  Reihe  von  Fachen  oder  Faktoren  nach  110  linig 
ändert,  d.  h.  statt  irgend  eines  Faches  a  fetzt  a  4~  ßb,  wo  ß  eine 
Zahl  und  b  einer  der  andern  Fache  ist.  Hierbei  behält  nach  111  das 

n 

Zeug  oder  Produkt  [AB],  alfo  auch  die  linke  Seite  unferer  Formel, 
denfelben  Wert.  Betrachtet  man  nun  irgend  ein  Glied  der  rechten 

Seite,  z.  B.  [ArA(BrB)],  fo  können  a  und  b  entweder  beide  in  Ar 
Vorkommen,  oder  beide  in  Br,  oder  eins  in  Ar,  das  andere  in  Br. 
In  den  beiden  ersten  Fällen  bleibt  fowohl  der  Wert  von  Ar  als  der 
von  Br  unverändert,  alfo  auch  das  betreffende  Glied.  Im  letzten  Falle 

kommt  dafür  noch  ein  anderes  Glied  [ASJ(BSB)]  vor  von  der  Art, 
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dass,  wo  das  eine  der  Zeuge  oder  Produkte  Ar  und  As  den  Fach 
a  enthält,  das  andere  den  Fach  b  enthält,  und  dass  die  Zeuge  Br 
und  Bs,  da  ße  die  jedesmal  dem  Ar  und  As  fehlenden  Fache  enthalten, 
in  derfelben  gegenfeitigen  Beziehung  zu  einander  stehen,  alle  die  Zeuge 
im  Uebrigen  aber  diefelben  Fache  enthalten.  Es  kommt  alfo  a  in 
einer  der  Grösen  Ar  und  As  vor:  es  mag  a  in  Ar  Vorkommen.  Nun 
fei  A'  die  Gröse,  welche  aus  Ar  hervorgeht,  indem  man  darin  b  statt 
a  fetzt,  und  B'  die  Gröse,  welche  aus  Br  hervorgeht,  indem  man  darin 
a  statt  b  fetzt.  Dann  enthält  alfo  A'  diefelben  Fache  wie  As  und  B' 
wie  Bs ;  es  ßnd  alfo  nach  91  dann  A'  und  B'  den  Grösen  As  und  Bs 

n  n 

entweder  gleich  oder  entgegengefetzt.  Da  [A'B']  aus  [ArBr]  durch 
Vertauschung  der  beiden  einfachen  Fache  a  und  b  hervorgeht,  fo  ist 

nach  88  [A'B']  =  — -  [ArBr]  =  —  [ASBS],  da  [ASBS]  =  [ArBr]  nach  der 
Annahme  ist.  Wenn  alfo  A'  =  Ifl  As  ist,  fo  ist  B'  =  +  Bs.  Wenn 
man  nun  die  linige  Aenderung  von  a  in  a  -f-  ßb  einführt,  fo  verwandelt 
ßch,  da  Br  und  A'  kein  a  enthalten  und  alfo  unverändert  bleiben, 
während  Ar  in  Ar  -f*  ßA'  und  B'  in  B'  +  ßBr  ßch  verwandelt,  auch 

[ArJ(BrS)J  +  [As4(Bs5j]  =n[ArJ(BrB)]  —  [A'I(B'5j]  in 

[((Ar  +  M')3)(Br5)]-[A'A(CB'  +  ßB r)5)]  -  [ArÄ(Br5j]  — [AQ(B'ß)] 

+  jff[A'I(B,5j]  —  /S[A'2(Br5)]  =  [ArIcBrßj]  -  [A'2(Br'5j], 

d.  h.  der  Wert  jener  Summe  bleibt  ungeändert.  Es  bleibt  fomit  die 
ganze  rechte  Seite  unferer  Formel  bei  jener  linigen  Aenderung  un¬ 
geändert,  indem  die  Glieder  entweder  einzeln  ungeändert  bleiben  oder, 
wenn  ße  geändert  werden,  ßch  zu  Gliederparen  gestalten,  deren  Summe 
ungeändert  bleibt.  Da  fomit  beide  Seiten  der  Formel  bei  liniger 
Aenderung  ungeändert  bleiben,  fo  bleibt  die  Formel,  wenn  ße  für 
irgend  eine  Reihe  von  Fachen  gilt,  auch  bei  deren  liniger  Aenderung 
bestehen. 

3.  Die  Reihe  von  Fachen  a,  b,  •  *  •  •  fei  endlich  eine  ganz 

beliebige,  nur  fei  ihr  Enflach  [AB]  ^  0,  fo  lässt  ßch  nach  212  stets 
eine  Reihe  zu  einander  normiger  Grösen  erster  Stufe  aJ7  a2,***  an- 

H  11 

geben,  von  der  Art,  dass  [ab*  •  •]  ==  [a^  a2  •  •  •].  Dann  lässt  ßch  aber 
nach  113  die  Grösenreihe  a,  b,  •••  aus  at,  a  j,  •  •  •  durch  linige 
Aenderung  ableiten.  Nun  gilt  nach  Beweis  1  unfere  Formel  für  die 
Reihe  der  zu  einander  normigen  Fache  al9  a2,*  •  *,  alfo  nach  Beweis  2 
auch  für  die  durch  fortgefetzte  linige  Aenderung  daraus  hervorgehende 
Reihe  von  Fachen,  alfo  auch  für  a,  b,  d.  h.  allgemein. 
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230— 231. 


Erklärung.  Die  Summe  S[Aa-4(Bf2?) •  •  (Lj^)(MmM)}  230. 

bezeichnet  die  Summe,  welche  man  erhält,  wenn  man  aus  den 

n 

Grösen  erster  Klasse  des  Zeuges  [AB--M]  die  Geschiedsflache  zur 
fovielten  Klasse  entwickelt,  als  die  Klasse  von  A  beträgt,  und  jedes 
folches  Geschiedsflach  als  eine  der  Grösen  Aa  fetzt,  wenn  man  dem¬ 
nächst  zu  jedem  diefer  Geschiedsflache,  aus  den  in  ihm  nicht  vor- 

n 

kommenden  Grösen  erster  Klasse  des  Zeuges  [AB  — M]  die  Geschieds¬ 
flache  zur  fovielten  Klasse  entwickelt,  als  die  Klasse  von  B  beträgt 
und  jedes  folches  Geschiedsflach  als  eine  der  Grösen  Bt  fetzt  und  fo 
fortfährt  bis  zu  Mm,  endlich  das  Vorzeichen  fo  bestimmt,  dass 


[AaB&  •  •  •  Mm]  =  [AB*  •  •  M]  ist. 


Als  Beispiel  möge  gelten  [ABC]  =  [(ab)(cd)e].  Hier  ist  jene  Summe  die 
Summe  von: 


ab,  cd,  e 

ad,  bc,  e 

bc,  ad,  e 

be,  ac,  d 

ab,  ce,  —  d 

ad,  be,  —  c 

bc,  ae,  —  d 

be,  ad,  —  c 

ab,  de,  c 

ad,  ce,  b 

bc,  de,  a 

be,  cd,  a 

ac,  bd,  —  e 

ae,  bc,  —  d 

bd,  ac,  —  e 

cd,  ab,  e 

ac,  be,  d 

ae,  bd,  c 

bd,  ae,  c 

cd,  ae,  —  b 

ac,  de,  —  b 

ae,  cd,  —  b 

bd,  ce,  —  a 

cd,  be,  a 

ce,  ab,  —  d 
ce,  ad,  b 
ce,  bd,  —  a 
de,  ab,  c 
de,  ac,  —  b 
de,  bc,  a. 


Satz.  Wenn  A  und  A  von  gleicher  Klasse  find,  ebenfo  B  und  231. 
B,  r  und  C  u.  f.  w.,  M  aber  von  gleicher  oder  niederer  Klasse  ist 


n 

wie  M  und  [AB*  •  *LM]  £  0  ein  Enflach  von  Grösen  erster  Klasse  ist, 


n 

auch  [AaBß . LjMm]  diefelben  Grösen  erster  Klasse  als  Fache  oder 

11 

Faktoren  enthält  wie  [AB---LM],  nur  in  anderer  Folge,  und  zwar 
in  der  Art,  dass  beide  Zeuge  einander  gleich  find,  auch  ferner  Aa 
eben  fo  viel  Grösen  erster  Klasse  als  Fache  oder  Faktoren  enthält 
wie  A,  Bb  wie  B  u.  f.  w.,  fo  ist 

[AB*  -LM(ÄFS-  -AM)]  =  S[Aa2(B*S).  •  (LI^,)(MmMj]. 

Beweis.  Für  zwei  Fache  oder  Faktoren  ist  der  Satz  bereits  in 
229  bewiefen,  denn  es  ist  nach  229 


[AB GIB)]  =  [AA(BB)]  -f  [Ai -4 (Bi B)]  +*•* 

=  S[Aa2(B*B)]. 

W endet  man  diefen  Satz  wiederholt  an,  fo  kommt  man  zu  dem  Satze 
für  beliebig  viele  Fache  oder  Faktoren.  Zunächst  nämlich  kann  man 

n 

das  Zeug  oder  Produkt  [AB*  •  •  *LM]  als  aus  den  zwei  Fachen  oder 

n 

Faktoren  A  und  [BC*  •  *LM]  bestehend  anfehen.  Dann  wird 

8* 


232. 
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[AB - LM(kß-  •  -AM)]  =  [A(BC-  .  .LMK^fÄT-  •  -AM)} 

=  S[AaI(BC-  •  -LM)&7 Br-  - . . AM )]. 

Der  gefundene  Ausdruck  ist  aus  demfelben  Grunde  wieder 

=  $[AaA(ßbB J(CD  •  •  •  LM)C  (_r A  •  •  •  -^ikT)], 
und  fetzt  man  dies  fort,  fo  erhält  man  zuletzt 

=  S[Aa«4(Bf>J3j  •  •  •  •  (L^)(Mmikf)]. 

232.  Satz.  Wenn  in  dem  Innenzeuge  oder  innern  Produkte 

n  — 

[AB  •  •  •  ( A B  •  •  • )]  die  Grösen  A  und  A  von  gleicher  Klasse  find, 
ebenfo  B  und  B  und  fo  fort,  fo  ist 

n  ~  [A'B'  •  •  •  1 

[AB - (-4Ä - 0]  =  n - » 

[AB  *  •  •  •  ] 

wo  A'  =  S[AaAAa],  B'  =  S  [B&J3B&]  u.  f.  w.,  und  wo  die  Aa  die 
Geschiedsflache  aus  den  einfachen  Fachen  oder  Faktoren  des  Enflaches 

n 

[AB*--]  zur  fo  vielten  Klasse  find,  als  die  Klasse  von  A  beträgt 
und  entsprechend  die  B&  u.  f.  w. 

Beweis.  Nach  231  ist 

[AB  •  •  •  •  ( AB  •  -  • )]  =  S  [A.aA (B(>B)  ••••],  wo 

[AaBf>  •  •  •  ]  =  [AB  •  •  •  •  ]  ist. 

Da  nun  A  mit  A  von  gleicher  Klasse  ist,  alfo  auch  Aa  mit  A, 

fo  ist  nach  195  [AaA]  eine  Zahl  und  aus  gleichem  Grunde  [B&Z?],  u.  f.  w. 
Folglich  ist 

S  [AaJ(BßJ5)  •  •  •  ]  =  S  [Aa^(B^)  •  •  •  ]  [A«Bs  •  •  •  ]  :  [AaBf>  •  •  •  ]. 
Alfo,  da  [AaB&  •  •  •  ]  gleich  [AB  •  •  •  ]  ist, 

=  S[A«2(Bj5).  -][AaB&-  .]  [AB.  -]. 

Oder,  da  nach  71  die  Zahlfache  beliebigen  Fachen  eines  Zeuges  zu¬ 
geordnet  werden  können, 

=  S([A«3]Aa-  •  -[BfcßjBß-  -  -  )  :  [AB  -  - 

n 

Hier  enthält  nach  231  in  jedem  Zeuge  [AaBf---]  Aa  andere 
Fache  erster  Klasse  als  Bs,  u.  f.  w.  Da  nun  aber  die  Zeuge,  in 
denen  Aa,  B&,  •  •  •  gleiche  Fache  erster  Klasse  enthalten,  null  find,  fo 
können  wir  diefe  Zeuge  zu  dem  obigen  Ausdrucke  hinzufügen,  und 
erhalten  dann  nach  75  den  Ausdruck 
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233. 


n  u 


=  [(S[Ar^Ar])(S[BrBBr]).  •] :  [AB  - 
d  h  = 

*  ’  n  * 

[AB.  •  •  ] 


Satz.  Das  Innenzeug  oder  innere  Produkt  zweier  Grösen  mter  233. 
Klasse  A  =  abc--.  und  B  =  a'b'c'.--,  deren  jede  aus  m  einfachen 
Fachen  besteht,  ist  gleich  der  Flachtausche  oder  Determinante  (J) 
aus  ni  Reihen  von  je  m  Gliedern,  die  man  erhält,  wenn  man  nach 
der  Ordnung  jeden  einfachen  Fach  von  A  mit  jedem  von  B  zu 
einem  Innenzeuge  knüpft,  d.  h.  es  ist 

[abc ••  -(a'b'c'  •■•)]  =  J  i  [aa'],  [ab'],  [ac'], •• 

(  [bä],  [bb'],  [bä],.. 

[ca'],  [cb'],  [cä],  •  • 


—  S  4-  [(Xc^ß^}yc^  •  • ), 

n  —  u  —  n  — 

wo  al  =  [aa'],  a2  =  [ab'],  a3  =  [ac'],  •  •  • 

ßi  =  [bä'],  ß2  =  [bb'],  ß3  =  [bä],  •  •  • 

Yi  =  [ca' ],  y2  =  fcb'],  y3  =  fco'],  •  •  • 
u.  f.  w. 


Beweis.  Nach  232  ist 


[abe  •  *  •  (a'b'c' 


,1  __  [aibici  *  *  •] 
J  J  n  i 

[abc • • • ] 


n  n  n  — 

wo  a^  ====  [aa  a]  -j-  [ba  b]  4~  [ca  c]  -J—  •  •  •  ctj a  —j—  ß^\)  4~  ZiC  4~  *  *  * 
bt  —  [ab'a]  -f-  [bb'b]  +  [cb'c]  +  •  •  ■  =  a2 a  -j-  /?2b  4~  Z-2C  +  •  •  • 

n  —  n  —  n  — » 

=  [ac'a]  +  [bc'b]  4-  [cc'c]  +  *  *  •  =  «3a  4~  ftb  +  y^  +  *  '  • 


ist.  Aber  nach  98  ist  [a^Ci*..] 

=[(ßia4"/?ib  +  Zic  4"  •  •X°t2a4~ftt>  +  Z2c_r  •  *)(rt3a4*  ftb4_)'3c4~  •  •)•  •] 

=  Ja  [ahc  •  •  •  ]  =  S  +  (ctaßhy  c  •  •  •  )[abc  •  •  ]. 

Alfo 


u 

[abc 


T  m  [»lbiCi  •  •  •  ]  8  +  (aaßiyc  •  •  •  )[abc  •  •  •] 

...(abc  •••)]  =  — - = - n - - 

[abc  -  «  •]  [abc  -  •  •  ] 

==  S  4~  (öa/hj^c  •  •  •)• 


Ausdehnungslehre. 
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234—241. 

234.  Satz. 

235.  Satz. 

236.  Satz. 

237.  Satz. 


[ab  (a'b'j]  —  [aa'(bb')]  —  [ab'(a'b)]. 

[ab]!  =  a-b-  —  [ab]2. 

[abc]!  —  a-b-c-  —  a-[bc  ]J  —  b-[ca  ]2  —  c![ab  ]2 

H-  2[ab  (bc)(ca)]. 

[abcd]- ■  =  A  a-,  [ab],  [ac],  [ad] 
j  [ba],  bi,  [bJ],  [bd] 
j  [ca],  [cb],  ci,  [cd] 


1  [da],  [db],  [de],  dl. 

Die  Sätze  234  bis  237  folgen  unmittelbar  aus  233,  wenn  man  beachtet,  dass 
nach  177  a'b  =  a'b  u.  f.  w. 

238.  Satz,  [abc]  =  [acb]  —  [bca]. 

239.  Satz,  [abcd]  =  [ad(bc)]  4*  [bd(ca)]  -(-  [cd(ab)]. 

240.  Satz,  [abede]  =  [ae(bcd)]  +  [be(cad)]  -f  [ce(abd)]  [de(cba)]. 

Die  Sätze  238  bis  240  folgen  wieder  unmittelbar  aus  231  oder  233,  wenn 
man  in  238  c,  in  239  d  und  in  240  e  als  zweiten  Fach  des  innern  Zeuges  oder 


Produktes  [AB]  betrachtet  und  diefem  Fache  noch  1  als  zweiten  Fach  zufügt 
und  demnächst  beachtet,  dass  nach  den  Gefetzen  der  Flachung 


[ab]  =  —  [ba],  [a(bc)]  =  [b(ca)]  =  [c(ab)]  und 
[a(bcd)]  =  [b(cad)]  —  [c(abd)]  —  [d(cba)]  ist. 


241.  Satz.  Wenn  man  ans  einer  Reihe  von  n  Grösen  erster  Klasse 
alf  a2,-  -an  die  Geschiedsflache  (multiplikativen  Komplexionen)  A,  At,*  •  • 
zu  irgend  einer  Klasse  (der  mten)  bildet,  und  jedes  derfelben  mit 
dem  ergänzenden  Geschiedsflache  B,  B1?*  •  •  zu  einem  Innenzeuge  oder 
innern  Produkte  knüpft,  fo  ist  die  Summe  diefer  Zeuge  null,  d.  h. 
es  ist 

[AB]  +  [A,B,]  4  •  •  •=  0. 


Beweis.  1.  Es  fei  zuerst  angenommen  m  T>  n  —  m.  Der 
Fach  A  hat  als  Gesehiedsflach  (multiplikative  Komplexion)  von 
al9 •  •  •  an  die  Form 

n 

A  — ■  [aras . aj, 

wo  r,  s, •  •  *z  beliebige  m  verschiedene  unter  den  Zahlen  l***n  find. 
Der  Fach  B  muss  als  ergänzendes  Gesehiedsflach  zu  A  diejenigen 
n  —  m  unter  den  Grösen  at  •  •  *an  als  Fache  enthalten,  welche  unter 
den  Grösen  ar,  as,  •  •  -az  nicht  Vorkommen,  Es  feien  dies  aT',  aß'?-  •  »  *  au'. 
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241. 


u 

fo  dass  alfo  B  ==  (—  l)P[ar'aS'-  •  •  au']  ist.  Ferner  muss  das  durch 
( —  1)p  angedeutete  Vorzeichen  nach  229  fo  bestimmt  werden,  dass 

n  n 

[AB]  =  [ax  •  •  •  an]  wird,  d.  h.  dass 

n  n. 

(—  l)P[aras  •  •  •  auav  •  •  •  azar-a^  •  •  •  au<]  =  [a:a2  •  •  •  •  an]  ist.  Von  (a) 

n  — . 

gleicher  Form  find  die  fämmtlichen  übrigen  Zeuge  [AiB,]  u.  f.  w. 
Sollen  die  Geschiedsflache  A,  B,  A1?  Bl5*  •  •  wohlgeordnete  fein,  fo 
hat  man  noch  die  Bedingungen  hinzuzufügen,  dass  r<s  <-  •  •  C  u <  v 
•  •  -  <z  und  r'  <  s'  < ■  • 
fo  wird 


u'  fei.  Fügen  wir  diefe  Bedingung  hinzu, 


n  — 


n  — 


[AB]  -j-  [AjB^  •  •  • — SC — J-)p[aras*  •  •  auav  •  •  *az(ar'as<*  •  •  au-)]. 

Fassen  wir  hier  av  •  •  •  *az  zu  einem  Fache  oder  Faktor  zufammen 
und  fügen  dem  zweiten  Fache  des  Innenzeuges  an  letzter  Stelle  noch 
den  Fach  1  hinzu,  fo  wird  die  Bedingung  von  231  erfüllt,  alfo  wird 
der  obige  Ausdruck 

[AB]-|-T[A1B1]+  •  •— S(  — 1)P  [arar4asas9-  •  (auau0 (avaw  •  •  az)],  (b) 
wobei  noch  die  Gleichung  (a)  bestehen  bleibt,  und  auch  die  Be¬ 
dingungen  r'  <  s'  <  •  •  •  <  u'  und  v  <  w  <  •  •  •  <  z  geltend  bleiben, 
hingegen  die  Bedingung,  dass  r<s<***<u  fei,  wegfällt,  und  die 
Summe  lieh  auf  alle  unter  jenen  Bedingungen  möglichen  Glieder  bezieht. 

In  diefer  Summe  find  nun  alle  Glieder  parweife  einander  entgegen¬ 
gefetzt  und  heben  fich  alfo.  Sei  nämlich 


( —  l)P[arar<asas9  •  •  •  •  (auV)(avaw  .  .  .  .az)] 
eines  diefer  Glieder,  wo  die  Zeiger  bestimmte  (von  einander  ver¬ 
schiedene)  Werte  haben,  die  den  obigen  Bedingungen  genügen,  und 
wo  nach  dem  Obigen  p  einen  folchen  Wert  hat,  dass  die  Gleichung 
(a)  erfüllt  wird.  Da  die  Zeiger  r,  r',  s,  s',  •••u,  u'  alle  von  einander 
verschieden  find,  fo  wird  irgend  einer  der  kleinste  unter  ihnen  fein 

n  «— 

müssen,  dies  fei  r,  fein  Flach  [arar'].  Dies  angenommen,  vertausche 
man  r  und  r'  und  ändere  das  Zeichen,  fo  erhält  man  einen  Ausdruck 

(  1  )p  [ar/ar(asas')  *  (au  au9(av aw  •  •  •  az)], 

fo  foll  gezeigt  werden,  dass  auch  diefer  Ausdruck  gleichfalls  als  Glied 
in  der  obigen  Summe  (b)  vorkommt.  Sollte  der  Zeiger  r  gröser  fein 

n  — 

als  s',  fo  gebe  man  dem  Flache  [ar'ar]  unter  den  übrigen  Flachen 

ii  —  n  — 

[asas>]  •  •  •  •  [auau']  eine  folche  Stellung,  dass  die  Bedingung  erfüllt  wird, 
vermöge  welcher  der  zweite  Zeiger  in  jedem  diefer  Flache  kleiner  fein 


(c) 


241. 
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Toll  als  der  zweite  Zeiger  des  nächst  folgenden  Flaches.  Es  werde 

n  — 

diefe  Bedingung  erfüllt,  wenn  man  das  Flach  [ar<ar]  um  d  Stellen  nach 
rechts  rückt,  was  gestattet  ist,  da  alle  diefe  Flache  Zahlen  find.  Es 
ist  nun  noch  zu  beweifen,  dass  auch  die  durch  Gleichung  (a)  aus¬ 
gedrückte  Bedingung  für  das  fo  hervorgehende  Glied  gilt,  d.  h.  dass 
fie  noch  bestehen  bleibt,  wenn  man  in  ihr  p  -f-  1  statt  p  fetzt,  auf 
der  linken  Seite  ar-  mit  ar  vertauscht  und  diefe  beiden  Fache  um  d 
Stellen  nach  rechts  rückt.  Das  Zeug,  welches  auf  diefe  Weife  aus 

( —  l)P[aras  •  •  *auav  •  •  -azar^v*  •  -au-]  hervorgeht,  heise  D;  fo  ist 

D  =  ( —  1}p  ^a^ag  •  •  •  auav  •  •  •  az  aras'  •  •  •  au<]. 

Denn  man  kann  in  diefem  Flache  D  die  Faktoren  ar  und  ar-  gleich¬ 
zeitig  wieder  um  d  Stellen  zurückrücken,  ohne  dass  lieh  nach  89  der 
Wert  des  Flaches  ändert.  Ferner  ist  der  letzte  Ausdruck  nach  88, 
wenn  man  ar  und  ar'  vertauscht, 

D  —  ( —  1)p  ^aj-Ug  *  •  •  *auav  •  •  •azar'as'‘  •  *au'] 

• —  (  1 JP  [aras . a^j  a^  •  •  •  azap;ag^  *  *  ■  a^] 

[a^a2  *  *  *  äuj  (nach  a]# 

Alfo  ist  jener  Ausdruck  (c)  allen  Bedingungen  unterworfen,  denen 
die  Glieder  der  Summe  (b)  unterworfen  find,  ist  alfo,  da  jene  Summe 
alle  Glieder  enthält,  die  jenen  Bedingungen  genügen,  felbst  ein  Glied 
jener  Summe.  Dies  Glied  hebt  lieh  nun  mit  dem  zuerst  betrachteten 
Gliede  auf;  denn 

(  j[arar'(9's^is/) "  *  *  (auau')(aJLw  *  *  *az)] 

+  (—  l)p  +  1[ar'ar(asas0‘  •  •(avlau0(avaw  •  •  -äz)]  =  0, 

da  (—  1  )P  +  1  =  —  ( —  1)p  ist  und  [ar^ar]  =  [arar']  ist  nach  197.  Auf 
gleiche  Weife  findet  fich  zu  jedem  Gliede  jener  Summe  ein  ihm  zu“ 
gepartes,  welches  fich  mit  ihm  aufhebt;  alfo  ist  jene  Summe  null, 
alfo  auch  das  diefer  Summe  gleiche 

[AB]  +  [AÄ]  +  ••••=  0. 

2.  Wenn  m  <  n  —  m  ist,  fo  ist  nach  192,  wenn  noch 
m(n  —  m  —  1)  =  c  gefetzt  wird, 

[AB]  +  [A.BJ  +•••=(—  1)”[BÄ]  +  (—  UMBiÄ,]  +  •  •  • 

=  C —  1)CI[BÄ]  +  [B,Ä,]  4 - )  (148). 

Hier  ist  nach  Beweis  1  die  in  Klammer  geschlossene  Summe  0,  alfo 

[AB]  4-  [AiBJ  4 - =  (—  l)‘(b)  =  0  (127), 
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242—246. 


Satz,  [ab(cd)]  +  [ac(db)]  +  [ad(bc)]  =  0.  242. 

Satz,  [abc]  +  [bca]  -f  [cab]  =  0.  243. 

Satz,  [abcd] —  [beda]  [edab] —  [dabc]  =  0.  244. 

Der  Satz  242  folgt  unmittelbar  aus  241.  Die  Sätze  243  bis  244  folgen 
ebenfo,  wenn  man  im  ergänzenden  Geschiedsflaclie  statt  der  Grösen  a,  b,  c,  d 
das  Flacli  derfelben  mit  1  fetzt. 

Satz.  Wenn  man  aus  einer  Reihe  von  4m  Grösen  erster  Stufe  245. 
a^'-a^n  die  fämmtlichen  Geschiedsflache  (multiplikativen  Kom¬ 
plexionen)  A,  B,  C, •••  zur  2mten  Klasse,  welche  eine  diefer  Grösen, 
z.  B.  ax  enthalten,  bildet,  und  jede  derfelben  mit  den  ergänzenden 
Geschiedsflachen  A',  B',  C',  •  •  •  zu  einem  Innenzeuge  knüpft,  fo  ist  die 
Summe  diefer  Zeuge  null,  d.  h. 

[AA']  +  [BB'J  H - =0. 

Beweis.  Da  A,  B,  •  •  •  die  fämmtlichen  ax  enthaltenden  Geschieds- 
flache  aus  4m  Elementen  zur  2mten  Klasse  find,  fo  find  ihre  ergänzenden 
Geschiedsflache  A',  B',-**  die  fämmtlichen  Geschiedsflache  aus  den- 
felben  Grösen  erster  Klasse  zu  derfelben  Klasse,  welche  ax  nicht 
enthalten.  Ferner,  da  die  Klassen  von  A,  B,  •  *A',  B',--  gerade  find, 

n  n 

fo  ist  nach  89  auch  [AA']  =  [A'A],  und  alfo  nach  229,  wenn  A'  das 
ergänzende  Geschiedsflach  von  A  ist,  auch  A  das  ergänzende  Geschieds- 
flach  von  A',  und  ebenfo  B  das  von  B',  mithin  nach  241 

[AA']  4-  [BB7]  H - 4-  [A'A]  4-  [B'B]  - =  0. 

Aber  nach  19?  ist  [AA']  ==  [A'A],  [BB'J  =  [B'B]  •  • . 

Alfo 

2[AA'J  4-  2[BB'j  4- .  •  •=  0,  d.  h. 

[AA']  4-  [BB'J  4- . =  0. 

16.  Die  Winkelfolgen  der  Innenzeuge. 

Erklärung.  Der  Winkel  AB  (Zeichen  AB)  heist  der  246. 

Winkel  zwischen  0  und  jt,  diefe  miteingeschlossen,  dessen  Cosinus 
gleich  dem  durch  die  Zahlwerte  a  und  ß  der  Grösen  A  und  B 
geteilten  Innenzeuge  oder  innern  Produkte  jener  Grösen  A  und  B 
ist,  fofern  A  und  B  gleicher  Klasse  und  ungleich  Null  find,  d.  h.  es  ist 

„ns  ,  AT1_  [AB] 

COS  Z.  AB  =  — — 


z  AB  ==M[0,  tt]. 
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Der  Sinus  [abc-  •  •],  wo  a,  b,  c,  •  •  Grösen  erster  Stufe,  a,  ß,  Yr  - 
ihre  Zahlwerte  und  der  Sinus  nicht  eine  Strichgröse  (nicht  negativ) 

n 

[abc •  •  •  ] 


ist,  ist  der  Ausdruck,  welcher  dem  Zahlwerte  nach  gleich 


ist,  d.  h.  es  ist 


aßy 


n 

(sin  [abc  •  •  -])2  = 


[abc •  •  •]- 


ii 

sin  [abc  -  -]  0. 


247. 


a2ß2y 2 

Satz.  Wenn  a,  b  Grösen  erster  Klasse  find,  fo  ist 


sin  [ab]  —  sin  z  ab. 

Beweis.  Nach  246  ist 


n 


n 


(sin[ab])2  =  E^  =  ^ 

'  L  JJ  a2ß2  a2ß2 


a2ß 2  —  [ab]2 


a*ß‘ 


(235) 


(200) 


=^-[-r 

L.aßJ 


(246) 


=  1  —  (cos  z  ab)2 
=  (sin  z  ab)2. 

n 

Und  da  nach  der  Erklärung  246  sin  [ab]  nie  eine  Strichgröse  (nie 
negativ)  und  z  ab  ein  Winkel  zwischen  0  und  jt,  alfo  sin  z  ab  auch 

n 

nicht  eine  Strichgröse  ist,  fo  folgt  aus  (sin  [ab]) 2  =  (sin  Z  ab)2,  auch 

Tl 

sin  [ab]  =  sin  Z  ab. 

n  — 

248.  Satz.  [AB]  =  a/?cos  z  AB,  wenn  A  und  B  von  gleicher  Klasse 

und  a  und  ß  ihre  Zahlwerte  find. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  246. 

11 

249.  Satz,  [ab]2  =  (a/3 sin  z  ab)2,  wo  a  und  ß  die  Zahlwerte  von 
a  und  b  find. 

Beweis.  Nach  235  ist  [ab]-  =  a2ß2  —  [ab]2 

=  a2ß'2  —  {aß cos  z  ab)2  (248) 
=  a2ß2(i  —  (cos  z  ab)2) 

=  o2ß2{ sin  z  ab)2. 

In  diefen  Formeln  tritt  der  Gegenfatz  zwischen  dem  äusern  und  innern 
Zeuse  in  einfachster  Gestalt  hervor.  Während  das  innere  Zeug  oder  Produkt 


zweier  Grösen  erster  Klasse  [ab]  gleich  dem  Zeuge  der  Zahlwerte  in  den  cosinus 
des  Zwischenwinkels  ist,  fo  ist  das  äusere  Zeug  oder  Produkt  derfelben  Grösen, 
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abgefehen  vom  -4-  Zeichen,  gleich  dem  Zeuge  der  Zahlwerte  in  den  sinus  des 
Zwischenwinkels. 

Satz,  [ab (cd)]  =  aßyö(sm  z  ab)(sin  z  cd)cos  z  ab(cd),  250. 

wenn  a,  ß,  y,  ö  die  Zahlwerte  von  a,  b,  c,  d  lind. 

n  u  7  2  n 

Beweis.  Der  Zahlwert  von  [ab]  ist  ([ab]-)  ~  und  der  von  [cd] 

7 


ist  ([cd]-)  ",  alfo  ist  nach  248 


n  -n  Vs 


[ab(cd)]  =  ([ab]2[cd]-)  '(cos  ^  ab(cd)) 


7a 


=  [[aßsin  Z  ab)2(ydsin  z  cd)2]  ~cos  z  ab(cd)  (249). 

Aber  da  das  Zeug  aß  [sin  z  ab) /d (sin  z  cd)  ein  Pluswert  oder 
pofitiv  ist,  fo  hebt  ficli  das  fortschreitende  Erhöhen  diefer  Grösen  durch 
2  und  7' 2  auf,  und  es  wird 

n  — 

[ab (cd)]  =  aßyS[sin  Z  ab)(sin  z  cd)cos  Z  ab(cd). 

Satz.  Die  normige  Zurückleitnng  von  A  auf  eine  Gröse  gleicher  251, 
Klasse  B  ist  im  Zahlwerte  gleich  Acos  z  AB. 

Beweis.  Wenn  A'  die  normige  Zurückleitung  von  A  auf  B  ist, 

C;  O  J 

fo  ist  nach  215 


(248) 


_ [AB]B  aß  [ cos  z  AB)-B 

ß2  =  ß2 

g 

=  a(cos  z  AB)-—,  alfo  im  Zahlwerte  =Acos  z  AB. 

ß 

Satz.  Wenn  a,  b,  c,  •••  zu  einander  normig  find,  fo  ist  für  252. 
jede  aus  ihnen  hörig,  d.  h.  als  Vielfachenfumme  derfelben  darstellbare 
Gröse  k 

k 


x 


a  ,  b  vt 

—  cos  z  ak  —cos  z  bk  -f 

a  ß 


wo  x,  a,  ß,  •  •  •  die  Zahlwerte  von  k,  a,  b,  •  •  •  find. 

Beweis.  Es  fei  k  =  xa  -j-  jb  -  •  -,  fo  erhalten  wir  durch 

n  — 

innere  Webung  oder  Multiplikation  mit  a,  weil  [ba]  u.  f.  w.  null  find, 
[ak]  =  x  [aa]  =  xa2  (200), 


.  ,  .  [ak]  ax cos  Z  ak 

mithin  x  =  — —  = - 


a * 

x  . 

=  —  cos  z  ak. 

a 


ß' 


(248) 


X 


Aus  gleichem  Grunde  ist  y  =  —  cos  z  bk  u.  f.  w.  Diefe  Werte 

ß 


von  x,  J7",  •  •  •  in  die  obige  Formel  eingefetzt,  giebt 


253—257. 
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a  x 

k  =  —  (cos  z  ak)  •  a  -|-  —  (cos  z  bk)  •  b  -f-  •  •  • ,  d.  h. 

CC  o  r 

k  a  .  .  b 

—  =  —  cos  z.  ak  h - cos  z  bk  -j-  •  •  • . 

x  a  ß 

253.  Satz.  Wenn  a,  b,  c, •••  zu  einander  normig  und  k  und  1  zu 
ihnen  hörig,  d.  h.  als  Vielfachenfummen  derfelben  darstellbar  find,  fo  ist 
cos  z  kl  =  (cos  z  ak)cos  z  al  -f  (cos  z  bk)  cos  z  bl  +  *  *• 

Beweis.  Nach  246  ist,  wenn  a,  /?,  y,  •••*,  X  die  Zahlwerte 
von  a,  b,  c,  •  •  *k,  1  find, 

e°s  ^  kl  =  =  g(i)]  =  [(^cos  ^  ak  +  j^cos  ^  bk  +  •  •) 

y~cos  Z  al  +  -^cos  ^  ^ 


(252) 


a 


b^. 


—(cos  Z  ak)cos  z  al  -f-  tt(cos  ^  bk)cos  Z  bl  + 

a 2  ß 2 


weil  [ab]  u.  f.  w.  null  find.  Da  nun  a-  =  a2,  b~  =  /? 2,  u.  f.  w.,  fo 
erhält  man 

cos  z  kl  =  (cos  z  ak)cos  z  al  -f-  (cos  Z  bk)cos  z  bl  +  •  •  •  • . 

Satz.  Statt  eine  Gröse  erster  Klasse  k  auf  eine  andere  1 
zurückzuleiten,  kann  man  jene  zuerst  auf  die  Grösen  eines  Norm¬ 
vereins  zurückleiten  und  dann  die  fo  erhaltenen  Zurückleitungen  auf 
1  zurückleiten,  und  diefe  letzten  Zurückleitungen  zufügen  oder  ad- 
diren,  vorausgefetzt,  dass  hierbei  alle  Zurückleitungen  normig  find. 

Beweis.  Es  ist  diefer  Satz  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  das 
in  Satz  253  Bewiefene. 

255.  Satz.  Wenn  a,  b, •  •  •  zu  einander  normig  und  k  und  1  zu  ihnen 
hörig,  d.  h.  als  Vielfachenfummen  derfelben  darstellbar  und  gleich¬ 
falls  zu  einander  normig  find,  fo  ist 

0  =  (cos  z  ak)cos  z  al  +  (cos  ^  bk) cos  z  bl  -f-  •  •  •. 

Beweis.  Die  Formel  geht  unmittelbar  aus  253  hervor,  wenn 
man  z  kl  =  90°  fetzt. 

256.  Satz.  Wenn  a,  b, •  •  •  zu  einander  normig  find,  fo  ist  für  jedes 
zu  ihnen  hörige,  oder  als  Vielfachenfumme  derfelben  darstellbare  k 

1  —  (cos  z  ka)2  +  (cos  ^  kb)2  '  *  '  • 

Beweis.  Die  Formel  geht  unmittelbar  aus  253  hervor,  wenn 
man  1  ==  k  fetzt. 

257.  Satz.  Wenn  a  -f  b  -j - =0  ist,  und  a,  ß,-  •  •  die  Zahlwerte 

von  a,  b,  •  •  •  find,  fo  ist 


•  •  • 
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a)  a  :  ß  sina' :  sinb'  :•*  -, 

wo  a',  b',  •  •  die  zu  a,  b,  •  •  •  ergänzenden  Geschiedsflache  aus  a,  b,  •  •  •  find, 

b)  acos  z  ax  -|-  ßcos  z  bx  +  •  •  •=  0, 
wo  x  eine  beliebige  Gröse  ist, 

<0  (sina') cos  z  ax  +  (sin b') cos  z  bx  +  ••••  =  0. 

Beweis.  1.  Modelt  man  die  Gleichung 
a  -j-  b  +  •  •  •  -r  "  0 

n 

mit  [cd****],  fo  erhält  man,  da  alle  andern  Glieder  zwei  gleiche 
Fache  enthalten  und  alfo  null  werden, 

[acd  •  •  •  ]  +  [bcd  •  .  •  ]  =  0,  alfo  [acd •  •  ]2  =  [bcd  •  •  ]2, 

wo  [acd*  •  •]  das  Enflach  aller  Grösen  a,  b,  c, ••*,  mit  Ausnahme 
11 

von  b  und  [bcd*  •  das  Enflach  aller  Grösen,  mit  Ausnahme  von  a 
ist.  Somit  ist  nach  246 

(ayd*  •  *)2 (sin [acd  -  •  -])2  +  (ßyd  •  •  *)2(sin[bcd-  •  *])2  =  0, 
oder  a2  (sin  [acd*  •  -])2  =  ß 2 (sin [bcd  -  •  *])2. 

n 

Nun  ist  [cad*--]  das  ergänzende  Geschiedsflach  zu  b,  alfo  =  b',  und 

n  n 

[bcd  -  •  •]  das  ergänzende  zu  a,  alfo  =  a',  alfo  sinb'  =  sin  [cad  -  •]  und 

u 

sina'  =  sin  [bcd-  •  ],  alfo,  da  a,  ß,  sina',  sinb'  Pluswerte  find, 
asinb'  =  ßsina',  d.  h.  a  :  ß  ~  sina'  :  sinb', 
und  fomit  allgemein 

a  :  ß  :  •  •  •  =  sina'  :  sinb'  :  •  •  • . 

2.  Webt  oder  multiplizirt  man  die  Gleichung  a  -f  b  +  *  - —  0 
innerlich  mit  einer  beliebigen,  von,  null  verschiedenen  Gröse  erster 
Stufe  x,  fo  erhält  man 

[ax]  -f-  [bx]  +  •  *  *  =  0, 
alfo  wenn  |  der  Zahlwert  von  x  ist,  fo  ist 

a£cos  z.  ax  +  /5§cos  z.  bx  -(-••••  =  0,  d.  h. 
acos  z.  ax  -j-  ß cos  z  bx  -j-  •  •  •  =  0. 

3.  Setzt  man  in  die  fo  erhaltene  Gleichung  die  vorher  gewonnenen 
Werte  von  a  :  ß  :  y  :  •  •  •  ein,  fo  erhält  man 

(sin  a')  cos  z  ax  +  (sinb')  cos  z  bx  •  •  •  •=  0. 

Die  erste  Formel  des  Satzes  enthält  für  drei  Grösen  den  bekannten  Satz 
dass  im  Dreiecke  die  Seitenlangen  iicli  wie  die  sinus  der  Gegenwinkel  verhalten. 
Alle  drei  Formeln  haben  übrigens  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn  zwischen  den 
Grösen  a,  b,  •  •  •  keine  andere  Beziehung  herrscht,  als  die  durch  die  Gleichung. 
a  "P  b  ~  0  dargestellt  ist,  d.  h.  wenn  die  n  Grösen  a,  b,  •  •  •  in  keinem  Gebiete, 
von  niederer  als  (n — l)ter  Stufe  vereinigt  find. 


258—262. 
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258.  Satz,  (a  -f  b)i  =  a2  -f  2aßcos  z  ab  +  ß2,  wo  a,  ß  die  Zahl- 
werte  von  a,  b  find. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  223,  wenn  man  die  Werte  nach  248 
nimmt. 

259.  Satz,  (a  -j-  b  -f-  <0-  —  a2  -f-  ß2  +  y2  -j-  2^/ cos  z  bc  -|-  2/a  cos  z  ca 
+  %aß  cos  z  ab,  wo  a ,  ß,  y  die  Zahlwerte  von  a,  b,  c  find. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  224. 

260.  Satz.  (sinz  AB)(sinz  JJ9)cosz  AB(AB)—  S(cosz  ArJ)cos  z  BrB, 

wo  Ar  die  Geschiedsflache  ans  den  Grösen  erster  Klasse  von  [AB], 
zur  To  vielten  Klasse,  als  die  Klasse  von  A  beträgt,  und  Br  die  er¬ 
gänzenden  Geschiedsflache  find. 

Beweis.  Nach  228  ist 

[AB~ AB)]  =  S[Aa2][Bo5] 

Die  Zahlwerte  von  A,  B,  A  und  B  feien  ct,  ß,  y,  d,  die  Zahl- 

n  n 

werte  von  [AB]  und  von  [AaBa]  find  nach  228  einander  gleich. 
Nach  250  ist  dann  die  erste  Seite 

[AB(zf/J)]  =  aßyö(sin  z  AB)  (sin  z  AB)  cos  z  AB(AB) 
und  nach  248  ist  die  zweite  Seite 

S[Acu4(BJ3)]  =  a/?ydS(cos  z  AaA!)cos  z  Bai5, 
mithin  ist 

(sin  z  AB)(sin  z  AB)-  cos  z  AB  {AB)  =  S(cos  z  Aa^)cos  z  B  aB 

n  n 

261.  Satz.  (sin[abc •  •]) (sinfa'b'c' •  •  -])cos  z  (abc-  -a'b'c'-  •) 

=  A  (  cos  z  aa',  cos  z  ab',  •  • 

(  cos  z  ba',  cos  z  bb',  •  • 

V  •  •  • 

Beweis.  Nach  233  ist 

[abc-  •  (a'b'c'  •  •)]  =  A  (  aa',  ab',  ac',- • 

\  b a',  bb',  bc', •  • 

*  •  •  • 

\  •  •  •  • 

mithin  wenn  man  nach  250  und  nach  248  die  Werte  einführt  und 
beide  Seiten  durch  die  gleichen  Zahlwerte  teilt,  fo  folgt  unmittelbar 
der  Satz. 

262.  Satz. 

n  n 

(sin  [ab] )  (sin  [cd])  cos  z  ab(cd)  =  (cos  z  ac)cos  z  bd  —  (cos  z  ad)  cos  z  bc. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  234,  wenn  man  die  Werte  nach  250 
und  248  einführt. 
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Satz. 


263. 


(sin[ab])(sin[ac])cos  z  ab(ac)  =  cos  z  bc  —  (cos  z  ac)-eos  z  ab. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  261,  wenn  man  a  und  c  statt  e  und  d 

n  — 

raai 

fetzt,  da  cos  z  aa  =  - =  1  ist. 

a 2 


Der  Satz  enthält  eine  bekannte  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Satz,  (sin  z  ab)2  =  1  —  (cos  z  ab)2.  264. 

Satz,  (sin  z  abc)2  =  1  —  (cos  z  bc)2  —  (cos  z  ac)2  —  (cos  z  ab)2  265. 

-j-  2(cos  z  ab)  (cos  z  bc)cos  z  ca. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  236,  wenn  man  die  Werte  nach  249 


a~ b— C— 

und  248  einführt,  da  ^  n  =  1  ist,  wo  et,  ß.  y  die  Zahl  werte  von 

a-ß-y 2 

a,  b,  und  c. 


n  n  n  n 

Satz.  (sin[ab])(sin[cd]  )cosz  ab(cd)  -j-(sin[ac])(sin[bd])cos  z  ac(bd)  266, 

n  n 

4-  (sin  [ad])  (sin  [bc])  cos  z  ad(bc)  =  0. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  242. 


Satz.  (sinA)fsin  A')cos  z  AA'  4-  (sinB)(sinB')cos  z  BB'  4-  •  •  =  0,  26  7. 
wenn  A,  B,  C,  •  •  die  Gesehiedsfiache  ans  4n  Grösen  erster  Stufe  zur 
2n  ten  Klasse  und  A',  B',  C',  •  •  deren  ergänzende  Gesehiedsfiache  find. 

Beweis.  Unmittelbar  aus  245. 


268. 
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Anwendung  der  Ausdehnungslehre  zur  Löfung 
der  Gleichungen  mit  mehren  Unbekannten. 


268.  Satz.  Wenn  m  Gleichungen  ersten  Grades  mit  m  Unbekannten 
gegeben  find  von  der  Form 

üi'S.i  -f-  ftX2  4~  /1X3  4"  *  *  *  4“ 

ß2Xl  4“  ftx2  4"  /2X3  4~  *  *  ’  4"  |^2X m  ===  ^2 


tmXj  -}-  ß  1x1X2  4"  YmX 3  4-  • 

_  Jm(Vaßbyc-  •  •  film) 

Ll  Jm(<XaßbYc-  •  •[Ixä)1 

_ Jm[aaßbYc-  •  -ÄtVm) 

Jm(aaßbYc  •  •  •  ^m)’ 

gleich  find. 


4“  jttmXm  - — •  Vmf  fo  ist 
Z 1m(daVbYc  •  •  •flm') 


X 


•  •  •  • 


/lm(aaßbyc-  •  ‘[Mn) 

wo  a,  I),  C,  •  •  •  m  lämmtlich  einander  un- 


Beweis.  Um  eine  Gleichung  zu  gewinnen,  in  welcher  alle  Un¬ 
bekannten  auser  einer,  z.  B.  xx,  verschwinden,  bildet  man  neue 
Gleichungen,  in  denen  stets  nur  die  Vorzahlen  einer  Unbekannten  vor- 

o  7 

kommen,  indem  man  die  Vorzahlen  ah  ft,  -  •  •  mit  eL,  die  a2?  ft?*  *  * 


m 

mit  e2  u.  f.  w.  vervielfacht,  wo  [e^  •  •  -em]  =  1  ist,  alfo 

Ia^i  -j-  ct2e2  4~  4 - h  o^niem  ==  a 

ftel  4-  fte2  4-  fte3  4 - 4  ßmGm  =  b 

•  «  *  •  • 

/ 

(•  •  •  00 

[i1e1  -f-  [^2q2  4“  /^3e3  4 - b  iUmem  =  m 

4-  ^2^2  4-  ^3^3  4-  '  '  4-  ^mCm  ===  U 
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und  bildet  daraus  die  Gleichung: 

axj  -j-  bx_>  -j-  cx3  -4-  •  •  -[-  mxm  =  n, 
f'o  erfetzt  diefelbe  nach  16  die  gegebenen  m  Gleichungen;  denn  es  ist 
dann  (a1xi  —  ^,x2  +  ytx3  -j-  *  ■  4~  jUiXmlej.  =  u.  f.  w.  Um  nun 
ein  xa,  z.  B.  xx  zu  finden,  vervielfacht  man  die  Gleichung  -j-  mit 
bc-  •  -m,  dann  werden  alle  Glieder  bbc  •  •  m,  bcc  •  •  -m,  •  •  -bc*  •  -  mm 
nach  92  null  und  es  bleibt  nur 

m  m 

Xj  [abe  •  •  •  m]  =  [  nbc  •  •  •  m]. 

m  m 

Und  ebenfo  x2[abc-  •  -m]  =  [anc-  •  -m]  u.  f.  w. 

m  m 

xm[abc-  •  -m]  =  [abe  -  •  -ln]. 

m 

Hier  kann  nun  [abe  -  -m]  gleich  Null  oder  ungleich  Null  fein. 

m 

Im  letztem  Falle  kann  man  die  Gleichung  durch  [abc--m]  teilen 
oder  dividiren  und  erhält  dann 

m  in  in 

[  nbc  •  •  m]  [ anc  •  •  m]  [  abc  •  ■In] 

X1  m  ")  X2  m  ")  Xm  m  •> 

[abc  -  -m]  [abc  -  -  in]  [abc  •  •  lm] 

oder  wenn  man  für  diefe  Grösen  a,  b,  •  -m,  n  die  Werte  nach  *  ein¬ 
führt,  fo  erhält  man  nach  94 

m 

S  [Vaßl'Yc  •  •  •  jtlm)  [  e.a  eß  ec  •  •  -  ent] 

X1  m  i 

SiClcißhyc  •  •  •  jCtm)  [  Ca  66  ec  •  •  -em] 

wo  a,  l\  C,  •  •  •  m  fammtlich  einander  ungleich  fein  müssen  (da  fonst 

m 

[  eaeßec  •  •  em]  =  0  wird)  und  d’efer  Ausdruck  nach  96 

lil 

-4 1,1 fi'apt'/c  ■  •  ■/-tmj[e1c2  •  •  -  em] _ Jm(vaßtyc  ■  ■  fim) 

X‘  —  J^Uaßtyc- ■  \«m)[eie,  .  .  ,em]  ~  Jm(.aaßtyc-  •  •1U,)! 

m 

da  [e^j  •  •  -em]  ==  1  gefetzt  ist.  Und  entsprechend 

dm(aavf>yc  •  •  -fim)  _  Jm(ctaßbyc  •  •  -/rrm) 

X2  - •  •  •  Xm  - . — - —  . 

z/m(«a/%c-  •  •  [lm)  dm(Ciaßby c-  •  •  Aifl m) 

m  m 

Wenn  das  Flach  [abc- • -m],  bez.  [aia,,  •  •  •  am]  gleich  Null  ist,  fo 
herrscht  nach  14  zwischen  den  Grösen  a,  b,  •  •  •  m  eine  Hörigkeit,  dann 
lässt  ficli  nach  19  aus  ihnen  eine  freie  Grösenreihe  ausfondern,  zu  der 
die  andern  Grösen  hörig  find.  Es  feien  a1?«  *  -ar  die  gegenfeitig  freien, 
ar_|_1---am  die  zu  ihnen  hörigen  Grösen,  dann  ist  nach  #  auch  11  zu 
ihnen  hörig.  Dann  ist  alfo  x^  -{-  x2a2  -j-  •  •  •  4*  Xrar  —  c,  wo 
c  ==  b  —  (xr+  !ar+  1  -{-  •  •  •  -b  xmam)  und  man  erhält  dann 
R.  Grassmann.  Ausdehnungslehre.  9 
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x. 


£ca2a3  *  "  '  äxj 
[aia2a3  •  •  •  ar] 


X2 


[at  ca3  *  ■ '  arj 

r 

[at a2 a3  •  •  ‘ar] 


Xr 


[di  a>  a3  dj» _ ^  cj 

r 

[ata  a3 * ■ ■  arj 


Es  wird  zweckmäsig  fein,  die  Unbekannte  für  2  und  3  Unbekannte  zu  be¬ 
stimmen.  Es  ist  für  zwei  Unbekannte 


Xi  = 


*3/4  —  v2ßi 


Ci  i  v 


X, 


I'  2 


a-1vi 


~ —  ß  03/U  ^lß\ 

Für  3  Unbekannte  ist 

_ v\ßi)'z  v,iß i/b  *3/h72  4  f3/V/i  4  j/3ib"'2  —  Uj/V/i 

1  «1^273  c?2^l)/3  «l4s72  4  «2/4  7l  4  «3/472  —  «3/47l 

«i>37  3  —  «2*373  —  «1*372  4  «2*/37j  4  «3*372  —  «3*371 

^  —  - - - - 

a\ßl73  «2(473  «l/472  4~ «2/4/7 1  4  «3/472  -  «o/47l 

_  «l/4?/3  ~~  «2.4*3  ~  «1/4*3  4  «2.4*3  ~|~  «3/4*3  -  «34*3 

X3  “  «l47s  —  «24b3  —  «l472  4  «2/47l  4  «3472  —  «3/527l* 

269.  Satz.  Wenn  m  +  1  Gleichungen  ersten  Grades  mit  m  Un¬ 
bekannten  gegeben  find  von  der  Form 

vo  4-  cf0Xi  4-  ßo^i  "4  7ox3  4  4  |tt oXm  —  0 

4  +  <4X1  4-  /^1X2  4-  / 1 X3  4  '  ’  4  AUXm  =  o 


'7m  ”4  OfmXj  4-  ßm%2  4“  7niX3  -|—  '  ’  — }-|WinXm  0, 

fo  ist  die  Gleichung,  aus  welcher  alle  Unbekannte  entfernt  oder 
eliminirt  find,  /lm+1(aaßb- ■  ■  jiimv n)  =  0,  wo  alle  Zeiger,  a,  hf  '  \X  ein¬ 
ander  ungleich  find. 

Beweis.  Man  webe  oder  multiplizire  die  Vorzahlen,  welche  den 
Zeiger  a  haben,  mit  ea,  und  feien  e0,  ei9  ■  •  -em  gegenfeitig  frei.  Dann  fei 
v0e0  4-  44  4-  ••+  r’mem  =  n 
«0e0  4~  44  ~4  *  *  4-  ofmem  =  a 
4oeO  4  ßi  ^i  4-  ‘  ■  4  ßm£m  =  b 


44  4-  l^lel  4  *  4  jttmem  -  ni. 

Nun  bilde  man  die  Gleichung 
-f  n  — 4  üXj  bx2  ~t~  *  ■ *  4  mxm  — -  0, 

fo  erfetzt  diefe  nach  15,  wenn  man  die  Werte  aus  *  einführt,  die 
fämmtlichen  gegebenen  Gleichungen  •  denn  es  ist  dann 

V0  4-  CtoX!  4  ß0X2  4  7oXs4  *  •  •  4  i^oXm  =  0  U.  f.  W. 

m 

Flacht  man  diefe  Gleichung  4"  mit  [ab'*m],  fo  erhält  man,  da  alle 
Flache,  in  denen  zwei  Fache  oder  Faktoren  gleich  null  find,  (z.  B. 

m  m 

[aab-’-m])  die  Gleichung  [nab-'-m],  aus  welcher  alle  Unbekannte  ent- 
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fernt  find.  Und  führt  man  diefe  Flach ung  aus,  fo  erhält  man  nach 
96  Jm^~1(aaßb‘  ■  ‘fJimVn)  =  0,  wo  a,  1\  •  •  ■  m,  it  fämmtlich  einander  un¬ 
gleich  find. 

O 

Satz.  Aus  zwei  Gleichungen,  welche  in  Bezug  auf  eine  Un-  270. 
bekannte  x  eine  Zahlgleichung  beliebigen  Grades  find 

a0  a^  4-  a2x2  4-  *  ■  •  4-  amxm  =  0 
b0  -h  bjX  4-  b2x2  4-  •  •  •  +  bnxn  =  0, 

wo  a0,  a^’-  am  und  b0,  b^-'-bn  beliebige  Folgen  oder  Funktionen 
der  andern  Unbekannten  find,  kann  man  die  Unbekannte  x  entfernen 
oder  eliminiren  und  erhält  die  Gleichung 

m  +  n 

[  UiUsUs*  •  *um  +  n]  =  0, 
aus  welcher  x  entfernt  ist,  und  in  welcher 

ua  =  aa_ie!  -f-  aa_2e2  + '  *  ~r  aoea  4*  ha— ien-{-i  4"  ha_2en_|_2  —  ’  ‘  4"  h0en_j_a 

ist,  wo  e15  e2,  —  em_j_n  gegenfeitig  freie  Einheiten  find. 

Beweis.  Man  vervielfache  die  erstere  der  gegebenen  Gleichungen 
nach  und  nach  mit  den  n  Zahlen  1,  x,  x2,  x3, ••■x11—  1,  die  zweite 
nach  und  nach  mit  den  m  Zahlen  1,  x,  x2,  x3,  •••xm~‘1,  fo  erhält  man 
die  m  4*  n  Gleichungen 

ao  4"  axx  4^  a2x2  4-  •  •  4"  UmXm 

a0x  -4  axx2  4-**4-  am_1xm  4-  amxm  +  i 


aox11-1  4-  axxn  4-  •••  4-  amxm+n— 1 

b0  4-  Wx  -4  b2x2  4-  • '  4-  bnX11 

4-  h0x  -4  bxx2  4-  •  •  -4  bn  _  ix11  4-  buXn  +  1 


b0xm  “  1  4“  bj  Xm  4- . 4-  bnXm  +  n  —  1 

fämmtlich  gleich  Null. 

o 

Hier  vervielfachen  wir  jede  der  m  4-  n  Gleichungen,  und  zwar 
(1)  mit  et,  (2)  mit  e2,  u.  f.  w.  bis  (m  4-  n)  mit  em_j_n,  wo 
€i,  e2,*-*em  +  n  gegenfeitig  frei  find  und  fetzen 
^0^1  4-  ho^n+1  =  Ui 

aiei  -4  aoe2  4-  bieü4-i  4-  b0en_j_o  =  u2  u.  I.  w. 

aa— lel  4*  aa— 2e2  +  ■  *  *  4-  a0ea  *4  ha-iCn-j-j  4~  ba_2ett-p2  4“  ‘  *  *  4"  h0en-|_a  =  ua. 

9* 


(1) 

(2) 


(n) 

(n  -4  1) 
(n  4-  2 ) 


(m  4-  n) 
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Dann  erhält  man 

u  J  4-  u2x  +  UgX2  4-  •  •  •  +  Um  +  nxm  +  n  - 1  =  0. 

Flacht  man  diefe  Gleichung  mit  den  Fachen  u2,  u3,  •  *um_|_n,  io  erhält 

m  +  n 

man  [  ux u2 u3  •  •  -um_j_n]  ==  0,  da  alle  Flache,  welche  zwei  gleiche  Fache 
oder  Faktoren  enthalten,  Null  werden,  und  hier  find  alle  Höhen 
von  x  entfernt,  und  hat  man  demnach  die  Gleichung,  aus  welcher  x 
entfernt  ist. 
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